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Capitulo 1

Preliminares

§1. Introduccion.

Una accion de una empresa es como una rebanada de pastel. Cuando se
compra una accion de una compania, se posee una porcién de la misma.
La venta de acciones por parte de una compania es una forma de financiar
sus actividades productivas. Por otra parte, el que compra una accién
piensa en obtener una ganancia monetaria. Usualmente, esta ganancia es
debida a la diferencia entre el precio de compra (bajo) y el precio de venta
(alto).

Denotamos mediante S(t) el precio de una accién al tiempo ¢. Sea
t1 < ty. En 1900, el matematico francés L. Bachelier afirmé que el precio
S(t) satisface

R SR S S R

para cualesquiera niimeros reales a y b, y en donde ¢ > 0 es una constante
que depende de la accién considerada. Bachelier afirmé ademaés que (1) se
cumple independientemente del valor de S(t) para cada t < ;.

El trabajo de Bachelier tuvo un impacto importante en la comunidad
matematica. En particular, bajo la influencia de la tesis de Bachelier
y de la investigacion de A. Einstein sobre el movimiento browniano, se
desarroll6 la teoria moderna de la probabilidad. A mitad del siglo XX, el
matematico K. [t6 pudo concebir una teoria de integracion estocastica, asi
como una teoria de ecuaciones diferenciales con términos aleatorios.

Por otra parte, el trabajo de Bachelier hizo sentir su influencia en la
comunidad de economistas en la decada 1960-1970, como consecuencia de
los trabajos de P. Samuelson, R.C. Merton y C. Sprenkle. Con los recursos
técnicos desarrollados por Ito, finalmente en 1973, F. Black, M. Scholes y
R.C. Merton obtuvieron una férmula satisfactoria para el precio de una
opcién en los mercados financieros.
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Definicién 2. Cuando se adquiere una opciéon de compra al tiempo 0
se adquiere el derecho, pero no la obligacion, de comprar una accién al
tiempo T por el precio K. Decimos que 1T es el tiempo de maduracién de
la opcién y que K es el precio de ejercicio. [0

Ejemplo 3. Suponga por ejemplo, que el precio de una accién hoy es
de 50 pesos y que nosotros adquirimos una opcion para la compra dentro
de 6 meses (T = 6 meses), de una accién por 55 pesos (K = 55). Si a
la fecha del vencimiento de la opcién, el precio de la accién subié hasta
60, entonces nosotros podemos ejercer el derecho que confiere la opcién y
comprar a 55, generando asi una ganancia de 5 = 60 — 55 pesos. [

La introduccién de las opciones en los mercados financieros tiene por
objeto de funcionar como seguros contra cambios grandes de los precios
de las acciones (y de otros activos). En el siguiente ejemplo se considera
una opcién de venta.

Ejemplo 4. Considere el caso del duenio de una accién que recientemente
ha incrementado mucho su valor. Suponga que el inversor esta interesado
en conservar su accién, pero teme una caida de precios. En este caso, el
inversor se puede asegurar comprando una opcién de venta, es decir una
opcién que le dé el derecho, pero no la obligacion, de vender su accién a
un precio previamente fijado. 0

Black y Scholes propusieron (ver [2]) la siguiente férmula para el precio

al tiempo 0, de una opcién para la compra de una accion al tiempo T por
el precio K,

(5) precio de opcién = soN(dy) —

en donde sg es el precio de la accion al tiempo 0, r es la tasa de interés
bancaria, do = di — oV T,

dy = UlTlog <%0>+(£+g>ﬁ y N(w):L / e~ 3V dy.

En 1979, J. Cox, S.A. Ross y M. Rubinstein [4] desarrollaron un modelo
muy simple para deducir la férmula de Black y Scholes. En particular, el
modelo CRR no utiliza la relativamente complicada teoria de Ito de la
integracion estocéstica. El modelo CRR también es conocido por Modelo
Binomial.
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Capitulo 2

El Teorema de DeMoivre-Laplace

§1. Introduccién.

Este capitulo esta dedicado al Teorema de DeMoivre-Laplace, que es quiza
la versiéon mas simple del Teorema Central del Limite. Nuestro tratatiento
del Teorema de DeMoivre-Laplace se distingue de otros modos de abordar
el teorema en dos aspectos. Primero, hemos enunciado el teorema en
términos de la esperanza matematica de una funciéon f. El caso clasico
corresponde al caso de que f es la funcién indicadora de un intervalo.
Por otro lado, también se ha estimado la razén de convergencia hacia la
distribucion normal.

Teorema 1. (DeMoivre-Laplace). Sea 0 < p < 1. Seaq =1 — p.
Sea {Xj};; una sucesion de variables independientes e identicamente

distribuidas tales que
P{X1 = 1} =7p y ademas P{X1 = O} = q.

Sea &, = X1+ ---+ X,,. Sea f:R — R una funcion acotada, Lipschitz
continua y que se anula fuera de un intervalo compacto. Entonces

[\S/[%}

o
| (2= - %[@ flaye 2 do - 0[2E").

§2. Lemas Preliminares.

Para la demostracién del Teorema 1 procedemos como en Lesigne [6], en
donde se puede encontrar por ejemplo, la prueba del siguiente lema.
Lema 2. (J. Stirling). Para n — oo, se cumple que

n! = v2mn <E>n{1+0(%)}

e
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Lema 3. Seaa > 1. Sea0 <p <1 yseaq=1—p. Para cada k tal que
|k — np| < a\/n, se cumple que

A |

La constante implicada en el simbolo O no depende de k pero si de p.

Demostracién. Por el Lema 2,

nlpFgn=k 1 n (np>’f( ng )"’f l+e
En—k)!  V2r\ k(n—k) \ k n—k (1+ex)(1+€n—k)
Puesto que |k — np| < ay/n, entonces

1 1 1
(np + avm)(ng +ayim) = kn—k) = (np— ayn)(ng — ayn)’

y por lo tanto

k:(nn— k) - n;loq{l + O(%)}

También se cumple que (la serie de Taylor de la funcién raiz cuadrada)

\ k(nn— R \/nzpq{l + O(%”
Por otro lado

o ()" (2)"™ = s £} 414 222}

Puesto que |k — np| < ay/n, entonces se obtiene

} + O(agk:n_%) +O(a’(n — k)n_%)

1 (1
— k=P

En efecto, se cumple que np/2 < np — ay/n < k siempre que n sea sufi-
cientemente grande. Por lo tanto

(E=m)” < (22 o).

k np
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Puesto que k£ y n — k son ambos menores o iguales que n, entonces lo

anterior es .

—%(k: C )2 4 o(%).

Tomando exponencial

3

o { - E- I 1 o( )]

Puesto que existen constantes cq, ..., c5 tales que
C1 C2 c3 1 2 1 s
€n < —, € < —, En—k < , - < —, —
" n k k n—k n—=k k n n—=k n
entonces " 1
€n
=1+0(-).
(1+ €)1+ €p—k) (n)

Esto termina la prueba. |
Lema 4. Sea f: R — R una funcién continua en el intervalo [a,b] y
que se anula fuera de [a,b]. Suponga que existe una constante A > 0 tal

que |f(z) — f(y)| < Alz — y| para cada x, y tales que [z,y] C [a,b]. Sea
M =sup{|f(z)| : a <x <b}. Para cadat € R se cumple que

b
Bt +kh) = /f(ac)dac+0(h(M+b—a))

keZ

en donde la constante implicada en el simbolo O no depende de t.

Demostraciéon. Es facil ver que

k+1
hth+k:h /ft+xh )dx < hz / |f(t+kh) — f(t+zh)| dz
keZ keZ %

es menor o igual que

P(4M + hCard{k : a <t+kh <b}) < AMh+h(b—a). N
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El siguiente Lema 6 se conoce como la Estimacion para las Grandes
Desviaciones. Antes serd necesario un lema.

Lema 5. (A. Markov). Sea X : Q — Ny una variable aleatoria con
valores en el conjunto de enteros no negativos Ng. Sea a un niimero real
positivo. Entonces

P{X >a} < éE(X).

Demostracién. Sea p; = P(X = j). Entonces

P{X>a} =) p; < Z%pj < éE(X)- |

a<j a<j

Lema 6. Sea0<p<lyseaq=1—p. Sea < e < q. Sea

p+e€ q—c¢€

+ (q — €)log .
(g —¢) .

hi(e) = (p+¢€)log

Sea h_(e) = hy(—e). Sea {Xj}?i una sucesién como la del Teorema 1.
71=1
Sea &, = X1 + -+ + X,,. Entonces

(@) P{e, 2 pteh < exp{—nhi()}.
() P{ 1, <pc} < esp{—nh (9}

(c) P{‘%gn —p‘ > e} < exp{ —nhi(e)} +exp{ —nh_(e)}.

Demostracion. Probaremos sélo la primera afirmaciéon. Sea ¢ > 0 un
namero fijo. Entonces

1
Egn >p+te & exp {t(fn —np — ne)} > 1.
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El Lema 6 implica que

P{lfn > p+ e} < E[et(fn—n(p*—d)}
n

— e ntlrto g (etﬁn)

— e—nt(p—l—e) Z etk <Z) pkqn—k
k=0
— e—nt(p+e) ((] + pet)n

= exp [ — n{t(p +¢€) — log(q —I—pet)}} )

Es suficiente notar que t(p + €) — log(q + pe') alcanza un méximo en

t = log{—q(p+€)}. ]

p(g—e)

63. Demostracion del Teorema 1.

Para la demostracion del Teorema 1, sea K > 0 un ntumero real positivo.
Consideremos la suma

n

k—pn - o gt
§f<m>P{;X]—k} =: 01+ 09

1
en donde oy es sobre aquellos nimeros k& que cumplen |k —np| < Kn2 y

1
o9 es sobre |k —np| > Kn2. Puesto que

62

hi(e) = %JrO(Eg)

entonces, el Lema 6, con

(7) e:K\/% implica que o0y, = O(exp{—KQ}).
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Como o7 es una suma sobre |k — np| < Ky/n, entonces (ver Lema 3)

_ (k—np)?

K3 k —pn 2npq
o= 1+0(==)] > /( ) .
! [ NLD g Vg /A 2mpgn
El Lema 4, con h=1/,/npq y con t = —/np/q, implica que

+K/ /P ]

01={1+O<I\/(—i _K//rf z)e 57 da:+0(%)

Por lo tanto

. 2 -
E[f<§%_;;n)1 Z_K//mf(x)e%x dx+0{e_K2}+O{ﬁ}.

El Teorema 1 se sigue ahora al poner K? = log n.

§4. Una Cota Superior.

En esta seccion se enuncia y demuestra la siguiente proposiciéon que serd
utilizada en el Capitulo 3.

Proposiciéon 8. Dado p € (0,1) constante, existe \g > 0 tal que

() () = va e {-n(-22)')

para cada k tal que 0 < k < n.

Demostraciéon. Consideremos la representaciéon de las probabilidades
binomiales

n\ , et n n n n—k
(k)q (f)k = VarV k(n—k) (%>k<n—qk>
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1 1 1 1
en donde |R| < D (ﬁ + Z + m) Ver pagina 242 de Parzen [7]. Por lo
tanto
k n /] — 1—x
" q" (22) <+\/n {F(E)} en donde F(z) = (B) ( p) :
k q n x 11—z
Ahora bien F'(x) = 0 si y sélo si
logg = log L.
T 1—2z

Por lo tanto F' alcanza su méximo en x = p. Por otro lado F'(p) = 1. Mas
aun, la serie de Taylor de F'(z) en = = p es

1(z—p)?2 1-2
2 pq 6p<q

Ahora es una tarea facil seleccionar Ao > 0 tal que

F(x) < exp{ — )\0<:1:\/;_;)>2}

para cada z € (0,1). W

El interés de la Proposicién 8 yace en el hecho de que la cota superior
vale para toda k excepto por k =0 y k = n, mientras que el Lema 3 vale
sélo para aquellas k tales que |k — np| < ay/n. Por otro lado, los términos
correspondientes a kK = 0 y k = n son exponencialmente pequenos siempre
que 0 < p < 1.
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Capitulo 3
El Modelo CRR

§1. Introduccién.

El problema que abordamos aqui es el de dar una férmula para el precio de
una opcién para la compra o venta de una accién. Mediante 1" se denotara
el tiempo de maduraciéon de la opciéon. La idea fundamental, serd la de
construir un portafolio dindmico, que debera sostenerse para todo tiempo
t € [0,7]. Para cada 0 <t < T, el precio de la opcién serd el precio del
portafolio. Como veremos mas adelante, un portafolio es un conjunto de
activos financieros. En nuestro caso, consideraremos solo dos activos.

(a) Una cuenta bancaria que produce intereses de manera continua.
(b) También se invertird en la compra de acciones.

El portafolio que se propone para valuar la opcién es dindmico porque su
composiciéon cambia con el tiempo, de acuerdo a la evolucion del precio de
la accion.

Al tiempo de maduraciéon T, el precio del portafolio sera igual a la
ganancia que la compra de la opcion le genera a su tenedor. Ver el Ejemplo
3 del Capitulo 1. Al tiempo 0, el que vende la opcion recibe justo el monto
necesario para armar un portafolio dinamico, que al tiempo 7' reproduce
exactamente la ganacia del tenedor de la opcion.

Citando a R.A. Jarrow [5] podemos decir que “la idea de construir el
portafolio dindmico es la clave en el enfoque de Black, Scholes y Merton,
mas importante atin que la férmula de valuacién misma”.

Nos referiremos al que vende la opcién como al emisor de la opcion.
Debe notarse que el emisor de la opcién para la compra de una acciéon con
K como precio de ejercicio, adquiere la obligaciéon de vender al tenedor de
la opcién, una accion al tiempo de maduracion por K pesos.

Ejemplo 1. Esta es la continuacién del Ejemplo 3, Capitulo 1. Al tiempo
0, el emisor de la opcién invirtié el monto recibido en la armadura de un
portafolio dindmico. Al tiempo de vencimiento 7', el portafolio dindmico
dard una ganancia de 5 pesos, que es la ganancia de tenedor de la opcién.
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Como el precio de ejercicio es K = 55, entonces es posible comprar al
precio del mercado, es decir, a 60 pesos. Esto es,

60 = 5) + 95
N—— —— ——
precio en lo que genera precio

el mercado el portafolio de ejercio

Por lo tanto, el emisor de la opcién puede hacer frente a su obligacién de
vender a 55 pesos, y al mismo tiempo, el tenedor de la opcién puede hacer
valer su derecho de comprar a 55 pesos. 0

§2. Modelo Binomial.

Sea dado T, que es el tiempo de maduracién de una opcién. Sea n un entero
positivo. Supondremos que todas las transacciones financieras ocurren en
los tiempos

T
jo con 0<j5<n en donde o= —.
n

Por lo tanto, hay exactamente n + 1 tiempos en donde se puede comprar
)

y vender acciones y opciones, asi como hacer depdsitos (o retiros) en una

cuenta bancaria.

Usaremos la expresion 0 para aproximar a t, en donde ¢ € [0, 7] es un
valor constante. Para el precio de una accion al tiempo ¢, escribiremos 5}
en lugar de S(t).

Lema 2. Para cada 0 <t <T fija, sea
t
j:max{kGN : 5k§t} de modo que j= [—n]
Entonces §j =t + O(9) cuando § — 0.

Si el tiempo presente corresponde a tg y ademés ty < ¢, entonces S(t) es
aleatoria, pero S(tp) ya no es aleatoria, pues su valor es conocido al tiempo
presente to. Escribiremos S(t), con maytscula, siempre que se trate de una
variable aleatoria. Por otra lado, escribiremos s(t), con mintscula, para
denotar el precio ya conocido al tiempo ¢ de una acciéon. De la misma
manera, escribiremos s;, o bien S;, de acuerdo a si el precio de la accién
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es ya conocido al tiempo ¢t = 47, o es todavia desconocido y por tanto
aleatorio.

Supondremos que existen dos ntimeros reales positivos d < u tales que
P{Sjp1=uS;} = p y P{Sj11=dS;} = ¢

en donde 0 < p < 1 y ademéds ¢ = 1 — p. Los numeros d, u, p son
parametros libres en nuestro modelo.

uuu
uu
u
uud
udd
ddd
Figura 1.

Al tiempo j = 0 el precio sg de la accién es conocido. Al tiempo j =1,
solo existen dos posibilidades para el precio S de la accién

g { usg con probabilidad p,
b dsg con probabilidad q.

Al tiempo j = 2, existen tres posibles valores que Sy puede tomar

u?sy con probabilidad p?,
Sy = ¢ upsg con probabilidad 2pq,
d?sg con probabilidad ¢2.
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En general, S; puede tomar los j + 1 valores

Sij(f) =& (%)gso con probabilidad (‘2) ¢ (g)é

y en donde 0 < ¢ < j. En otras palabras, S; tiene una distribucién de

probabilidad Binomial con parametros j y p. Ver la Figura 1, en donde se
ha puesto sg = 1.

Sea r la tasa de interés bancaria, de modo que si se depositan hoy =
pesos en el banco, después de un tiempo ¢, se podran extraer ze™ pesos
del banco. Escribiremos

(3) o = € endonde, como antes, §= —.
n

En lugar de la sucesién de variables {Sj}, es conveniente considerar las
variables

S,
(4) & = Q—j para ji=0,1,...,n.

Noétese que £ = sg. La conveniencia de trabajar con {fj} en lugar de
{Sj} es que &; representa el valor descontado de la accién. Por lo tanto
se puede comparar §; con &, para j # k, ya que ambas estdn medidas
en unidades monetarias homogéneas. En efecto, x pesos hoy “valen” lo
mismo que ¢’z pesos t = j6 unidades de tiempo més adelante. Los valores
que toma la sucesion {gj}, son

(5) @(@z(%)j(%)eso para 0<j<n y 0<(<j

Hasta aqui tenemos tres parametros libres en el modelo binomial, a
saber: d, u y p. Con objeto de dar al modelo binomial una rica estructura
matematica vamos ahora a imponer restricciones sobre estos parametros.
Asi entonces haremos que el modelo binomial sea una martingala.

Definicién 6. Sea ¢ =1 — p y sea p tal que
0&(0) =p&+1(l+1)+q&41(f) para 0<j<n y 0<<j

Entonces decimos que la sucesién {§j} es una martingala. [
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Proposicion 7. Una condicion necesaria y suficiente para que {fj} sea
una martingala es que

o—d

u—d

p =
Demostracién. En efecto, la condicién para ser martingala equivale a

0 = pu+ (1—p)d.
Ahora sélo resta despejar el valor de p. i

Sea 7 < k. Podemos aprovechar el hecho de que la sucesion {fj} es
una martingala para expresar los valores de §; en términos de los valores
de &k. Serd necesario un lema auxiliar.

Lema 8. Sea {Aj }?:0 un conjunto de n + 1 nimeros. Sean 0 <p <1 y
gq=1—p. Paracada0<j <n—1sea«a; =pAjt1+ qA;. Entonces

(e @) = S (e (2) 4

=0 =0

Note el lector que una consecuencia de la siguiente Proposicion 9 es
que, para cada 0 < j < n y cada 0 < ¢ < j, los valores ;(¢) estan
completamente determinados por los valores &, (¢) en donde 0 < ¢ < n.

Proposicion 9. Las dos condiciones siguientes son equivalentes.

(a) Para cualesquiera indices j, k tales que 0 < j < k < n, se cumple
(k=) (py
&0 = ¢y ( Z. ) (2) eute+ .
i=0
(b) La sucesién {&;} es como en la Definicién 6.

Demostracién. Tomando k = j + 1, vemos que (a) implica (b). Para
ver que (b) implica (a), sélo basta aplicar el Lema 6 reiteradamente. [
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§3. Esperanza Condicional

En el apartado anterior hemos construido una sucesion finita de variables
aleatorias & : 2 — R, con 0 < j < n, en donde el espacio muestral (2
consiste en el conjunto de todas las n-adas que son como la siguiente

(10) w=(u,d,d,..., u).
En el caso concreto de que n = 2, tenemos

Q = {(u,u), (u,d), (d,u), (d,d)}.

Noétese por ejemplo que

d
si w=(u,d) entonces & (w)= Efo y ademds  &o(w) = u_2£0‘
0 0

Podemos imaginar que () es una urna que contiene un total de 2"
pedazos de papel w que son como en (10). Después de que la urna 2
se ha revuelto muy bien se extrae uno de los 2" papeles w contenidos en
). En este momento, la urna €2 sale fuera de escena y sélo permanece el
papel seleccionado w. Cuando el tiempo j = 1 se ha cumplido, entonces
se anuncia la primera entrada de w, y asi es posible conocer el valor de
S1 y de &. Cuando el tiempo 7 = 2 se cumple, entonces se anuncia la
segunda entrada de w. Por lo tanto, cuando j = 2, entonces se conocen
la primera y segunda entradas de w pero se desconocen todas las demés.
Por lo tanto, al tiempo j = 2 es posible conocer el valor de S5 y de &;.

En general, el valor de £; estd determinado por las primeras j entradas
de w. No importa cémo son las entradas j + 1 hasta n de w. El valor de
&; se conoce sélo al tiempo j y no antes. Esta observacién es importante
en relacién al Teorema 25 que probaremos més adelante.

Mediante 2; se denota la informacién desplegada hasta el momento j.
Si entre las primeras j entradas de w, aparece el simbolo “u” exactamente
¢ veces, entonces

Crunt ) d\JT ru\*t
si=d(g) s obien  &=(0)(5) @
Asi pues, lo que nos interesa de €2; es el nimero de veces que aparece el

simbolo “u” entre las entradas 1 hasta j de cada elemento w del espacio
muestral ).
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Por la expresién (5), el par (j,¢) determina completamente el valor de
la variable aleatoria ;. Por lo tanto podemos escribir

(11) B = ¢ Z ("7)E) et

cuando j < k. Nosotros escribiremos E(&;|€2;) en lugar de E(&;|¢;). La
parte (a) de la Proposicién 9 afirma que &§; = E(£;[Q;).

Definicién 12. El operador E(&|Q2;) definido en (11) se llama la
esperanza condicional de & dada la informacién hasta el tiempo j. O

£,3)

£42)

£4(1)

£,0)

€500
Figura 2.

En la Figura 2 se aprecia cémo &;(1) esta determinado por £3(1), £3(2)
y &3(3) pero no por £3(0). La Figura 2 corresponde al caso de que la
primera entrada de la w seleccionada es una “u”.

¢4. El Precio de una Opcioén.
En esta seccién enunciamos el resultado principal de este capitulo. Antes

serd necesario precisar los conceptos de funciéon de pago y de portafolio
dinamico.
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El que adquiere una opciéon de compra al tiempo 0, tiene el derecho
pero no la obligacién de comprar al tiempo 7', una accién por K pesos,
pero cuyo costo en el mercado de valores es igual a S(T') = S,,. Es claro
que si S, < K, entonces el duenio de la opcion prefiere no ejercerla. Por
otro lado, si S,, > K, entonces el dueno de la opcion prefiere ejercerla y
obtiene asi una ganancia igual a S,, — K. Por lo tanto, la funcién de pago
de una opcion de compra esta dada por

(13) (Sn—K)+ ;= max {S, — K,0}.

Ver la parte (a) de la Figura 3. Notese que la funcién de pago es una
variable aleatoria, ya que depende del valor que tome la variable .S,,, que
también es aleatoria.

e S

K (T)

K S(M)
@ (b)

Figura 3.

De manera similar, el que adquiere una opcion de venta al tiempo
cero, tiene el derecho pero no la obligacién, de vender al tiempo 7', una
accién por K pesos, pero cuyo costo en el mercado de valores es igual a
S(T) = S,. En caso de que S,, > K, entonces el duefio de la opcién
prefiere no ejercerla. En caso de que S,, < K, entonces el dueno de la
opcion prefiere ejercerla y obtiene asi una ganancia igual a K — S,,. Por
lo tanto la funcién de pago para una opcién de venta esta dada por

(14) (K —S,)7".



Pagina 18
Ver la parte (b) de la Figura 3.

Con objeto de cubrir, tanto el caso de una opcién de compra como una
opcién de venta, consideraremos el caso general de una funcién de pago
arbitraria m(z). Supondremos que la funcién 7 satisface

(15) m(z +€) = m(x) + O(e) y m(x) = O(a?).

para alguna A > 0 y cada x > 0. Es claro que tanto la funciéon de pago de
una opcién de compra, como la de una opcién de venta, satisfacen (15).

Definicién 16. Para cada 0 <t < T, sea

R

V(z,t) = Vo 77[33 exp{(r—(;) (T—t)+oVT —t y}] e~ 3v’ dy.

— 00

Nétese que V (z,t) depende de z, t, o, T, r y de la funcién de pago .
Mediante r se denota la tasa de interés bancaria. La variable o se llama
la volatilidad de la accion y mide el grado de variabilidad del precio de la
accion. Notese también que podemos escribir

2

Vi t) = e~ E|:7T<xexp{<r _ %)(T — ) +ovVT —t Z})]

en donde Z es una variable aleatoria normal Gaussiana con media cero y
varianza uno. 0

La expresién V(z,t) serd el precio de una opcién al tiempo ¢, que al
tiempo T tiene a m como funcién de pago. La variable x tomara el lugar
del precio de la acciéon subyacente, sobre la cual se emite la opcién. La
siguiente proposicion nos dice que el valor de la opcién al tiempo T es
exactamente igual a la ganancia que la opcién le produce a su tenedor.

Proposicion 17. Para cada distribucién de probabilidad de la variable
aleatoria Z, se cumple que V (z,T) = w(x).

Demostracién. En efecto, V(z,T) = E[r(2e’?)] = E[r(z)] = =(z).

Para poder enunciar el resultado principal de este capitulo es necesaria
la siguiente Definiciéon 18. Debe entenderse que estamos considerando un
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mercado un tanto reducido, ya que ademas de comprar y vender acciones
y opciones, solo se puede hacer depédsitos y retiros del banco.

Definicién 18. Por una estrategia de inversion se entiende una sucesion
de nimeros ¢ = {¢j+1 0S5 < n} Mediante el portafolio dindmico
asociado a la estrategia ®, y con costos de armadura W = { pj}, se entiende
la sucesién de pares ordenados

D(®,0) = {(d541, by — bj415)) s 0<j<n}

en donde ¢;11 representa la cantidad de acciones que el portafolio va a
sostener durante el periodo de tiempo 05 <t < d(j + 1). En la segunda
coordenada del portafolio se indica la cantidad de dinero que se invierte
en el banco.

Puesto que s; es el precio de la accién al tiempo j, entonces el monto
invertido en acciones el igual a ¢;415;. El precio del portafolio al tiempo j
es igual al monto invertido en acciones mas el monto invertido en el banco.
Por lo tanto, el precio del portafolio al tiempo j es igual a p;.

Diremos que p; es el costo de armadura del portafolio al tiempo j.

Si el tiempo presente corresponde a j, entonces el portafolio tiene un
costo de armadura, al tiempo j, igual a p;. Es importante notar, sin
embargo, que justo al terminar el periodo de tiempo §j < t < §(j + 1),
el precio de la accién cambia a Sj;;. Por lo tanto el monto invertido
en acciones tendrd un valor igual a ¢;415;4+1. Por otro lado, el monto
invertido en el banco, se habra incrementado en la proporcion p. Entonces
el valor del portafolio, justo al terminar el periodo 65 <t < d(j + 1), serd
igual a

Yi(®,¥) == ¢j11S541 + (pj — djt185)0
Diremos que 7;(®, V) es el precio después del ejercicio del portafolio
['(®, ) correspondiente al tiempo j. Aqui termina la Definicién 18. [

En el modelo binomial descrito en el §2 se cumple el siguiente teorema.

Teorema 19. (Black-Scholes). Considere el caso de la venta al tiempo
0 de una opcion que en el tiempo T produce una ganancia dada por la
funcién de pago w. Se cumplen las siguientes cuatro afirmaciones.
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(a) Existe una estrategia de inversion ® y una sucesién de costos de
armadura W tal que el costo de armadura p;41, al tiempo j + 1, es igual
al precio después del ejercicio al tiempo j, esto es,

V(2 W) = pjt1.
(b) Para los costos de armadura, se tiene que p; = E[m(S,)[Q;] /0" 7.
(c) Se cumple que p,, = w(S,).

(d) Cuando n — oo (y por lo tanto j — oo de tal forma que 6j — t), se
cumple que

en donde V(x,t) es como en la Definicién 16.

Asi entonces, el precio de la opcién al tiempo j (o mejor atn, al tiempo
t=jo)esigualap; = o~ (n=7) E[W(Sn)mj]. Esto es, el precio de la opcién
es igual al precio de armadura del portafolio al tiempo j. El precio p; se
puede calcular mediante la formula

(20) |
p= o] = (42X (")) () st

en donde / es tal que al tiempo ¢ = j4, se cumple que (s(t) = s;)

(21) s(t) = & (g)éso.

Nétese que la afirmacion (c) del Teorema 19 se sigue de inmediato de la
expresién (20) para p; con j = n. Ver también la Proposicién 17.

=0

Corolario 22. Considere el caso de una opcion para la compra de una
accion con K como precio de ejercicio y con I’ como tiempo de maduracion.
El precio de esta opcién al tiempo t € [0,T] es igual a V(s(t), t), en donde
s(t) es el precio de la accién al tiempo t, y en donde

N(d2) i

Por iltimo, las constantes dy y do estan definidas por

= s () (e T
= e () (-
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En el apartado §5 se probara el Teorema 19. El Corolario 22 serd
demostrado en §6. En la Figura 4 se presenta las gréaficas de tres funciones:
(1) la funcién de pago 7(S), (2) la funcién V(S,t) como estd definida en
la Definicién 16, y (3) la aproximacién a V' (S,t) mediante las sumas (20).

1
0.8
0.6
0.4
0.2
1.5 2 2.5 3
Figura 4.

La Figura 4 se elabord con los siguientes valores para los parametros
T = 20, t=19, r=.05 K =2 o =.25.

Para la aproximacién mediante la suma (20) se tomé

T —d
n — 3850, 5 — = 0= 67“67 U = ea\/g7 d = 6—0\/3, D= 0
n u—d

y q = 1 —p. Aparte de todos estos datos, también es necesario conocer
el valor de ¢ en (20). Este valor de ¢ depende del valor de x = S. Para
calcular ¢ es suficiente tomar sp = 1 en (21). Al despejar se obtiene que

0 — <logx—jlogd>
~ \ logu — logd

en donde (x) es la minima distancia de z al conjunto de los niimeros enteros
Z. Por ultimo, dado el valor de ¢t € [0,T] (en este caso t = 19) también
es necesario determinar el valor de j tal que §j aproxima a t como en el
Lema 2.
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§5. Demostraciéon del Teorema 19.

Segtin observamos después del Lema 8, los valores de §; (para 0 < j < n)
estan determinados por los valores de £, mediante §; = E(&,[9;).

7(Sn)

n

Definicién 23. Sea n,, = . Para 0 <j <n sea n; =E(n,|Q;). O

Ahora sélo resta decir cudl debe ser la sucesion de costos de armadura
v = {pj}. Para definir p; se requiere que la relaciéon entre n; y p;, sea
como la relacion entre §; y S; de acuerdo a la siguiente Definicién 24 y
como se ilustra en el siguiente diagrama. Ver la expresion (4).

Definicién 24. Sea p; = o’ n;. O

Por definicion, {nj} es una martingala. Por lo tanto, la Proposicién
9 vale para {nj} en lugar de {fj}. En la demostracion del Teorema 25
que sigue, la parte (b) de la Proposicién 9, aplicada tanto a {@} como a
{nj}, jugard un papel decisivo. La expresién (20) para p; se sigue de la
parte (a) de la Proposicién 9 aplicada a ;.

El siguiente resultado, de interés fundamental, afirma que el valor de
la funcién ¢;41, que involucra cantidades que se conocen sélo al tiempo
J + 1, se conoce ya al tiempo j. Se dice entonces que ¢; es predecible.

Teorema 25. Sean {fj} v {nj} dos martingalas, de modo que

£ =E&|Q;) v n;=E@|Q;) paracada j<k.

Sea

Entonces el valor de ¢;11 se conoce ya al tiempo j.



Pagina 23

Demostracién. Sean C' < B los dos valores posibles de {41 y sea A =
pB 4+ ¢C. De manera analoga, sean v < 3 los dos valores posibles de 7,1
y sea a = pf + qy. Es suficiente probar que

f-—a  y-«
(26) B-A C-A

En efecto, dado el valor de §; = A y de n; = o, entonces los dos valores
posibles de ¢;1 corresponden a los lados izquierdo y derecho de (26). Por
ultimo, nétese que (26) se sigue de

El siguiente corolario se deduce de inmediato del Teorema 25, pero
no juega ningun papel en nuestra discusion. Es interesante, sin embargo,
hacer notar que dada una martingala {{ j}, cualquier otra martingala {nj}

se puede representar en términos de {ﬁj}.

Corolario 27. Si {fj}, {nj} y {(bj} son como en el Teorema 25, entonces
k—1
Nk = 7o+ Z(§j+1 = &)dj41-
j=0

Con p; = ¢’n; como en la Definicién 24, ahora podemos probar la parte
(a) del Teorema 19, con & = {qu} y ¥ = {pj}. En efecto, al tiempo j
el costo del portafolio es igual al monto s;¢;11 invertido en la compra de
acciones, mas el monto depositado en el banco p; — ¢;4+1.5;. Es es decir,
el costo de armadura es igual a p;.

Al tiempo j + 1, el valor del portafolio después del ejercicio, es igual a

V(®, V) = Sjt19541 + (pj — ¢j+155) 0
Medido al tiempo 0, este valor es igual a

S 1
ﬁ Gi+1+ (pj = @j15) -
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Puesto que &; = S;/¢’, entonces el Teorema 25 implica que esta ultima
expresion es igual a

ni + ¢j+1(§i+1 — &) = Mjt1

Este es el valor del portafolio después del ejercicio en unidades monetarias
del tiempo 0. Al tiempo j, este valor es igual a p; = ¢’n;, que es el precio
de armadura del porafolio al tiempo j. Esto termina la prueba de la parte
(a) del Teorema 19.

La parte (b) se cumple por definicién. Para la parte (c) del Teorema
19, ver la dicusién después de la férmula (21). Sélo falta la parte (d).

Para cada 0 < j < n sea X; = 1 siempre que Sj11 = uS; y sea X; =0
siempre que S;j41 = d.S;. Supondremos ademas que

= e”l‘/g d = 6_02\/3.

u y que

En este caso 01, 02 y p son los parametros del modelo. Puesto que hemos
requerido que la sucesion {§j} sea una martingala, entonces los valores de
estos tres parametros deben satisfacer la condicion de la Proposicion 7.

Proposicion 28. Para cada 0 < j < n se cumple que

n—1

log <%) = —\/g(n —j)oa+ \/5(01 + 02) ZX’“‘

J k=j

Demostracién. Notese primero que

- (5)

Por lo tanto

log<&> = log( Sn M)

S, St S
n—1 Sk )
_ +
- Zjl g( S )
n—1
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Lema 29. Suponga que p, o1 y 09 satisfacen la condicién de la Proposicion
7, de modo que
s _ peal\/g + qe_UQ\/g.

Entonces se cumple que, para 6 — 0,

87“6 _ 6—02\/5 o 3

= = AVo+ A0+ 0O(62

P eo1V3 — g=02V5 01+ 02 AN+ Az0 ( )

en donde
1 0102 01 — 02 (0102 r
e B =)
S () Y 2T o toa\ 12 2
En vista del Lema 23, es conveniente escribir
% * *
pr=—, ¢ =1-p", 0° = 0103.
01+ 02

Es facil verificar que estas relaciones son equivalentes a

(30) o1 =0 4 y oy = 0] —.

Lema 31. Sea T =T —t. Sea p como en el Lema 29. Sea

{ O((S) si 01 = 02,
O(\/g) si 01 75 02.

FEntonces )

Sn, = sjexp{(r—%>r+a\/;2f} et

en donde
n—1

1+FE

Zl = X—
N P

Demostracién. En efecto,

1og(‘§—’;) :\/3(01+02){—(n—j) o2 +Zxk}

o1+ 02




Pagina 26

Sea 7; =T — 0j. Por el Lema 29, se cumple que log(S,,/S;) es igual a

ol

\/3(01+02){( —J)(Al\/_+A25+O(5 ) + i(Xk_p)}

n—1

= (o1 +0'2>{A17'j +E+V6 Z (Xk —p)}
k=j
n—1
— <r _ 01202)Tj + E+V6(01 4 02) kz (Xk —p).
=j
Por otro lado
1 _ 01 +O’2 —I—E.

En resumen, tenemos que

m(%) _ (r- 22, +E+mm2(Xk—p).

El lema se sigue de la relacién 7, =7+ O(9).

Con objeto de simplificar los célculos que siguen, sean

en donde € > 1 es una constante arbitraria.

Ahora queremos estudiar la suma

(32) (g)” 3 (Z) (g)kw(sn@ + k)

en donde el asterisco en la suma indica que el indice k es tal que |k —np| <

K+/pgn. Note el lector que la suma (32) es la suma que aparece en la
expresién (20) para pj, salvo por la omisién de algunos términos. Por la
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Proposicién 31, se cumple que

Sn(l+k) = sjexps A+ B

PT‘
’3
ﬁ
_|_
5
——
®
=

{
_sjexp{A—{—Bk b +O(KE)}6E
e

vV pgn

k—pn
pan

= sjexp{A—i—B }+O(KE@BK).

3)

Noétese que K EeBE — 0 cuando n — oo. Por hipétesis se cumple ademds
que 7(z + €) = w(z) + O(¢). Por lo tanto,

T(Sn(l+ k) = W[Sj exp {A+Bk_pﬁH + O(KEePX)

\V pan

para cada k tal que |k — np| < K+/pgn. Por el Lema 3 del Capitulo 1,
podemos escribir la suma (32) como

[1+O(KEGBK)} ©

()
—n Z*e Vpan k—pﬁ}]
V2m % pgn '

7 [sj exp {A + B =
pan

Por el Lema 4 del Capitulo 1, esto ltimo es igual a (con 7 =T —t)

+K
e’ A+By) ,—y? BK
m(se e 2Y dy + O(KFEe .
= [ wlset ey + O(KB)
-K
Sea A\ > 0 la constante que aparece en (15). Puesto que K = \/flogn y

ademas # > 1, entonces se cumple que

)
/e—%yQ-f—)\y dy < L e)\\/logn'
NZD

K
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Puesto que E < 1/4/n, entonces
1
KEeBK < (logn)z eB\/logn‘
n

En resumen, existe A > 0 tal que la suma (32) es igual a

+o00 1
/7T(8€A+By)€_%y2 dy + O{<loin>2€>\,/logn}.

— 00

6—7‘7’

(33) Jon

Consideramos ahora la suma
g\ 7 t (RN /p\F
(34) (5) ; (k> (5) 7 (S (L +E))

en done el simbolo f indica que la suma es sobre aquellas k que satisfacen
|k — np| > K+/pgn. Por lo tanto, (34) méas (32) es igual a la suma (20).
Por la hipétesis (15) se cumple que

7
m(S,) < exp {)q np} para una A; >0 constante.

vV pqn

Por lo tanto la suma (34) es

T(n\ . sk k—np
<<Z()p q" exp{Al — 5.
o \k Vpan
Por la Proposicion 8 del Capitulo 1, existen constantes ¢; > 0, co, c3 > 0,
tal que la suma (34) es

T k—np\?2 k—n
<<\/%Z exp{—q( ?) +)\1 Np}
k pan vV pan
o0
< ?71,/6_61(3:_62)2 dl' < ne—C3K2 — n1—639
K

ya que K = v/flogn. Puesto que 6§ > 1 es constante, pero tan grande
como se quiera, entonces la suma (34) es

(35) (g)ﬁz* (k) (g)’z(snmk)) <
k
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en donde ¢4 > 0 es constante pero tan grande como se quiera. La parte (d)
del Teorema 19 se desprende de (33) y (35) después de hacer que n — oc.
De hecho, nosotros hemos probado que

1 1
p; = V(sj,67) + O{(%)Ee’\vlog”} cuando n — oo.

§6. Demostracion del Corolario 22.

Para probar que el Corolario 22 se cumple, sélo basta evaluar la siguiente
integral
+oo

(36) i/% /W($€A+By) e~ 3 dy
en donde
o2
Az(r—;)ﬁ B=oy7, 7=T-t y n(z)=max{z—K,0}.

El integrando en (36) se anula a menos que ze4tBY > K, pero esta
desigualdad se cumple si y sélo si

y > %log<§>—é =: 0.

Por lo tanto, (36) es igual a

—rT s A—rT

€ A+By —142 _ xe / By— 442 K
re —K)e 2V dy = e 2Y dy — N(—vyg).
Y0

Ahora bien,

n = ps) = G Do shpea() -

Por otro lado, tenemos que

A7r7'+%B2 oo 9 x 19
g e = [ by = )

Y0 yo—B
R et
ya que A =r7 — §B . Por 1ltimo,
1

P = () ()

Esto termina la demostracion del Corolario 22.

I
S
=
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Capitulo 4

La Ecuacion Diferencial de Black y Scholes

§1. Introduccién.

El objeto de este capitulo es plantear la ecuaciéon en derivadas parciales
que el precio de una opcién debe satisfacer. La solucién de esta ecuacién
diferencial estd dada por la funcién V(z,t) que aparece en la Definicién
16 del Capitulo 3. Aqui volveremos a obtener la solucién de la ecuacién
de Black y Scholes mediante el uso de la transformada de Mellin.

§2. El Movimiento Browniano.

La Definicion 1 que aparece a continuaciéon hace una descripcién suficiente
para nuestros fines del movimiento browniano. Para un tratamiento mas
formal del movimiento browniano, ver por ejemplo Billingsley [1].

Definicién 1. Sea T' > 0 y sea ¢ > 0. La coleccién (no numerable) de
variables aleatorias {W(t) : t € [0,T]} se llama movimiento browniano si
se cumplen las tres condiciones que siguen.

(a) W(0) =0.
W(te) — W (t1) B
oy < a:} = N(x).

(c) La condicién (b) se cumple independientemente del valor de W ()
para cada t < t1.

(b) Para cada t; <ty se cumple que P{

En caso de que o = 1, entonces decimos que el movimiento browniano es
estandar. 0

Nosotros no probaremos la existencia del movimiento browniano. La
descripcion de la caminata aleatoria que sigue a continuacién debe ser
suficiente para un tratamiento heuristico del movimiento browniano.

Consideremos pues una caminata aleatoria realizada en el intervalo de
tiempo [0, 7] y en donde los pasos de la caminata son de longitud A > 0.
Sea n un nuimero entero positivo. En cada uno de los n instantes de tiempo

T

jo con 0<j<n, en donde o= —,
n
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se lanza al aire una moneda honesta. Si al tiempo j (o equivalentemente,
al tiempo ¢t = j9) la moneda cay6 en aguila, entonces damos un paso de
magnitud A en la direccién positiva. Si al tiempo j la moneda cayd en sol,
entonces damos un paso de magnitud A en la direccién negativa. Podemos
suponer que esta caminata aleatoria empieza en el origen.

Con objeto de hacer una descripcién més analitica de la caminata
aleatoria, descrita en parrafo anterior, vamos a considerar una sucesion
de variables {X j}. Suponemos que las variables X; son independientes,
identicamente distribuidas y tales que

1
P{X; =+A} = 3 = P{X; = -A}.
Si para cada k > 1 hacemos que

wr = X1+ Xo+---+ Xy,

entonces wy, es la posicion después de haber realizado k pasos aleatorios.
Haciendo que wg = 0, la caminata aleatoria es el conjunto de puntos

(Ko, wy,) con 0<k<n

del plano cartesiano R?. Ahora queremos hacer que n sea cada vez m4s
grande, es decir, queremos que n — oo. KEs conveniente sin embargo,
hacer que la magnitud A de los pasos aleatorios sea cada vez mas pequena
conforme n es cada vez mas grande.

Dado un valor fijo de t € [0, T], hacemos
t
(2) k= [—n} de modo que ko —t

cuando n — oo. Aqui [z] es la parte entera de x. Para determinar qué
magnitud debe tener A cuando n es grande, notese que la varianza de wy
es

E(w}) = kA%

Por el Teorema de DeMoivre-Laplace se cumple que

P{ W gx} - N(x)—i—O[lOg

noleo

a]

B

AVE
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Para hacer que la parte (b) de la Definicién 1 se cumpla (salvo por el
término de error) con t; = 0y con to = t, es necesario que

(3) AVE — oyt  cuando n — o0o.

De las condiciones (2) y (3) se deduce cudl debe ser la magnitud de A.
Asi entonces hacemos que

(4) A =0y —.

n

En la Figura 5 se muestra una simulacién de una caminata aleatoria con
n=100, T=1, o =1y A =1/10. Por otro lado, la Figura 6 muestra
una simulaciéon de una caminata aleatoria con n = 10000, T'=1, ¢ =1
y A = 1/100. Con este valor de 10000 se agotan las posibilidades de
resolucion de la grafica, en el sentido de que con valores mayores para n
no se obtienen graficas de apariencia distinta de la Figura 6.

Figura 5.

Observacion 5. Si en una caminata aleatoria escribimos dt en lugar de
T /n y escribimos dw en lugar de A, entonces se cumple que

(dw)2 = o2dt.

Compare el lector esta expresién con la (4). O
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Figura 6.

Se puede pensar que una caminata aleatoria, en donde n es muy grande,
es una buena aproximacion al movimiento browniano. Asi, siempre que en
lo sucesivo nos refiramos al movimiento browniano, el lector puede pensar
que nos estamos refiriendo a una caminata aleatoria en donde n es grande.
Para un movimiento browniano estandar, en donde ¢ = 1, se cumple que

(6) (dw)? = dt.

§3. La Ecuaciéon de Black y Scholes.

Definicion 7. La ecuacién en derivadas parciales

1% OV 1 5,0V
E‘FTS%"‘ﬁO' S _882 =rV

se llama la ecuacién de Black y Scholes. O

Como se mostrara es este apartado, la ecuacién de Black y Scholes es
la ecuacién que el precio de una opcién debe satisfacer. Mediante V' (.5, t)
se denota el precio de una opcién sobre una accién que al tiempo t € [0, T]
tiene un valor igual a S. Se supone que la opcién se emite al tiempo 0 y
que T es el tiempo de maduracién. También se supone que V(S,T) = 7(5)
en donde 7(95) es la funcién de pago de la opcién, ver el apartado §4 del
Capitulo 3.
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Si P = P(t) es el monto invertido en una cuenta bancaria, entonces
P(t) = Pye™ en donde r es la tasa de interés que paga el banco. Se cumple
entonces que

(8) d?P = rdt.

Invertir en la compra de acciones es una alternativa a depositar dinero en
el banco. Si S = S(t) es el monto invertido en acciones, entonces nosotros
supondremos que

(9) %:,udt-l—adw

en donde o > 0 y W denota el movimiento browniano estandar. Mientras
que la tasa de interés bancaria r esta fija, S(t) crece a una tasa que varia
de manera aleatoria. En efecto, dS/S contiene el término o dW, que es
aleatorio. Entre méas grande sea el valor de o, mayor sera la insertidumbre
sobre el rendimiento de la inversiéon. Por otro lado, es usual que p > r y
por lo tanto invertir en acciones es todavia atractivo.

El precio V' de una opcion es funcion del tiempo t y del precio S de la
accién subyacente. Se dice entonces que el precio de una opcion se deriva
del precio de la accién. Se llama producto derivado a cualquier funcién de
Sydet.

Consideremos un producto derivado f(.5,t) que deriva su valor del valor
de S, en donde S satisface la ecuacién (9). Por la formula de Taylor

afdvt+ 8fds+ ——f(dS)

(10) af = ot oS 2052

en donde los términos omitidos son mucho mas pequenos que los términos
que aparecen de forma explicita. Puesto que (9) se cumple, entonces
ponemos en (10) la expresion uSdt+o0SdW en lugar de dS' y asi obtenemos

df = (ﬁ+ Saf>dt+ SﬁdW-l—— 26201

2
ot 08 08 052 (dW)

en donde se han omitido todos los términos que son mas pequenos que dt.
Como se indicé en (6) se cumple que (dW)? = dt. Por lo tanto

2
(11) df = (‘Z{+ S%+— 2620 F gé

08 052 aw.

>dt+ oS
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Podemos resumir esta discucién en el siguiente lema.

Lema 12. (de Itd). Si f = f(S,t) y ademas se cumple (9), entonces df
es como en (11).

Consideremos ahora un portafolio dindmico
I ={(¢,P) : 0<t<T}

en donde ¢; es el nimero de acciones dentro del portafolio al tiempo ¢ y en
donde P; es el monto invertido en el banco al tiempo ¢t. Nuestro propdsito
es hacer que el valor del potafolio I' sea igual a (o replique) el valor del
producto derivado. Es decir, queremos que

(13) f=06S+P

en donde el lado derecho de (13) es el valor del portafolio y f es el valor
del producto derivado.

Durante un intervalo de tiempo dt, el valor del portafolio sufre un
incremento igual a

df = ¢dS + dP.

Para mayor generalidad, consideramos aqui también el caso de una opcién
que paga dividendos a una tasa igual a q. En este caso el cambio en el
valor del portafolio es

df = ¢dS + ¢Sqdt + dP.
Tomando en cuenta (8) y (9) vemos que
(14) df = (¢S(u+q) +rP)dt+ ¢pSo dW.
Como (11) y (14) deben ser iguales, entonces vemos que necesariamente

_of

(15) 6= o5

Con este valor para ¢, las condiciones (11) y (14) implican que

of 1 4 20*f Of
6t+205652 —San—H“P.
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Puesto que (13) y (15) se cumplen, entonces

O gt g 00,

8f>
6t 052 88

#(f =555

Resumiendo lo anterior, podemos ahora afirmar que

of af o0 f
Bt +(r—q)S + s p——

B a5z — "

(16)
La ecuacion de Black y Scholes corresponde al caso de que ¢ = 0, es
decir, corresponde al caso de una opcién sobre una accién que no paga
dividendos.

El paso decisivo para la deducciéon de la féormula de Black y Scholes
es hacer que las dos expresiones (11) y (14) para el incremento df sean
iguales. Esto estd motivado por el deseo de que el precio del portafolio '
sea igual al precio de la opcién en cada instante de tiempo. De esta manera
el emisor puede invertir el monto recibido por la venta de la opcién en un
portafolio dindmico que, al tiempo de maduracion T, genera la misma
ganancia 7 que la compra de la opcion le genera a su tenedor.

En la siguiente proposicion damos la férmula para el precio de una
opcién sobre una accién que paga dividendos y que tiene a 7(z) = (x—K)*
como funcién de pago.

Proposicién 17. Sea w(z) = (x — K)*. Si f satisface (16) y ademas
f(x,T) = w(x), entonces

_ . N(di) N(d>)
fz,t) = T oam=t) T or(T—t)

K

en donde dy y do estan definidas por

1 x r—q o
b () (e g
! oV —t 08 K + o +2
dy = — 1o (%) +(E=2-2)vr—t
2T o JT -1 S K o 2 '
Demostracién. Sea E = e 4T=Y. Sea V = V(z,t) la solucién de

la ecuacién de Black y Scholes de la Definicién 7 con r — ¢ en lugar de
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r. Si ademds requerimos que V(z,T) = w(x), entonces V es como en el
Corolario 22 del Capitulo 1. Por lo tanto sera suficiente si f = E'V ya que
la expresién propuesta para f es igual a EV con r — g en lugar de r.

Se cumple que

0 oV 07 v
e R

= 1,2,
ot ot pata—J ’

Por lo tanto el lado derecho de (16) es igual a

ov ov. 1 , ,0%V

Puesto que V satisface la ecuacién de Black y Scholes con ¢ — r en lugar
de r, entonces la expresién entre llaves es igual a (r — ¢)V y por lo tanto
el lado derecho de (16) es igual a

qEV + E(r —q)V = rf.

Asi entonces f = EV satisface (16). Por ultimo, es claro que f(x,T) =
V(z,T) =7(x). I

§4. Solucién Mediante la Transformada de Mellin.

En esta seccién se obtiene la solucion de la ecuacion de Black y Scholes
(16) en donde los coeficientes r, o y g pueden variar con el tiempo. Asi
entonces consideramos la ecuacion

(18) fe+qt)rfs + %az(t)mzfm =r(t)f.

Compare el lector (18) con la Definicién 7 y la ecuacién (16). Nuestra
tarea es determinar f tal que (18) se cumple y ademas

(19) f(2,T) = 7(a).

La transformada de Mellin de una funcién f se denota mediante fy
se define mediante

o0

(20) fle) = / Y () dy

0
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para aquellos ntimeros £ € R para los cuales la integral que define a
fA sea absolutamente convergente. Como hipdtesis de trabajo, nosotros
supondremos que f estd definida para cada & € R y asi procederemos
de manera formal en los calculos que involucran a ]? Después de haber

determinado la solucién f de la ecuacién (18) veremos, a posteriori, que f
en efecto estd bien definida para toda £ € R.

Para resolver la ecuacién (18) nosotros supondremos que t es constante
y calcularemos la trasformada de Mellin de f con respecto a la variable x.

~

Para la trasformada de Mellin de f(x,t), en ocasiones escribiremos f(§),
o todavia més brevemente f.

Consideremos primero la transformada del término z f, que aparece en
(18). Integrando por partes, obtenemos

e = [virmdy = virw)| - e [yt a
/ <l

En el caso de que £ y f sean tal que y*f(y) — 0 cuando y — 0 y también
cuando y — oo , entonces se cumple que

(21) zfa(6) = —€f(€).

Si adicionalmente se cumple que y**!f,(y) — 0 cuando y — 0o, entonces,
integrando dos veces por partes, se obtiene

(22) 2 fra(€) = (€ +F(©).
Para la trasformada del primer término en el lado derecho de (18) tenemos
N [ . 0f d [ o df
— §-12J —— £-1 - 2L
@) 5O = [FRwd = 5 [ = e
0 0

Aqui también se imponen condiciones sobre f que permitan el intercambio
en el orden de derivada e integral.

Tomando trasformada de Mellin en (18) tenemos que

-~

af

-~ 2 -~ ~
TS E@Of =]
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o lo que es lo mismo

(24) df: {10185 +(1dS dQ>£_d_R}f

dt 2 dt 2dt dt dt

y en donde hemos escrito

(25) S(t) = [o?(1)dr, Q(t) = fq(T) dr, R(t) = fr(T) dr.

t

Al tomar la transformada de Mellin, la condicién (19) se traduce en la
condicién f(&,T) = 7(&). Con esta condicién final, la solucién de (24) es

(26) flen = #@en{Se+ (5 -)e-r}.

Nuestro objetivo ahora es representar la solucién de (18) junto con su
condicién final (19) en términos de la convolucién de f y de un nicleo
apropiado. Para esto seguimos a M.R. Rodrigo y R.S. Mamon, ver [8].

Definicién 27. Sean S, Q y R como en (25). El nicleo B de Black y
Scholes se define mediante

B(z,t) = 2 N/(ng+ﬂ_§>
s N s s
en donde N'(z) = ! e322 0

Teorema 28. La solucion de la ecuacion diferencial (18) que satisface la
condicién (19) estda dada por
oo
1
/ — B — t (y) dy
Y
0

en donde B es el niicleo de Black y Scholes.

Para la prueba del Teorema 28, serdn necesarios tres lemas.
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Lema 29. Sean a > 0 y 8 dos niimeros reales. Sea £ € R. Se cumple que

o
o _1 2 17EN\2
i £-1,—5(B+alogy)” g _ o {_(_) _ = }
o / y y XP 505 af
0
Demostracion. Noétese primero que

2
ORI ]

Ahora bien,

+oo
Lig_&y2 1 1
e 208-3) Wor / exp {ﬁy —5 <a2y2 + 2afy + ﬁ2>} dy

2 +oo

_1
_ é [ oo { = 3ot + 208 -+ (5] fay

6%52_jooo 1 af —&\2
- T Yo

— 00

_lg2 +o00

e 2 1 2
_ -5 (ay)
= e 2 d

2 / Y

— 00

Después de rearreglar los términos se obtiene la afirmacién del lema. |

Mediante el cambio de variables y — €Y, la transformada de Mellin se
puede escribir como una transformada bilateral de Laplace

[e’e) —+ o0
(20) / () dy = / €59 (e dy.

Se tiene el siguiente Lema 30 sobre la unicidad de la transformada bilateral
de Laplace. Ver Widder [9], pagina 243.
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Lema 30. Sean f; y fo funciones tales que

+oo +oo
/ eV f(y) dy = / ¢ f(y) dy

para cada £ € I en donde I C R es un intervalo. Se cumple entonces que
f1(y) = f2(y) para cada y € R.

Para la demostracién del siguiente lema sélo es necesario intercambiar
el orden en que se toman las integrales. Ver P.L. Butzer y S. Jansche [3].

Lema 31. Suponga que fl(f) v ‘]?2(5) existen para cada £ € R. Entonces

go(r) = / nws(t) 2

~

estd bien definida para cada x > 0 y ademds g(§) = f1 (E)fg(f) para cada
¢ eR.

1
Demostracién del Teorema 28. Poniendo o = ﬁ y 8=

vemos que la ecuacién (28) el Lema 29 y el Lema 30 implican que

f(&.t) = 7(€)B(&, ).

La expresion propuesta para f(x,t) es ahora una consecuencia inmediata
del Lema 31. R

La expresion f(x,t) de la Proposicién 28 para la solucién de la ecuacién
(18) de Black y Scholes con coeficientes variables es general en el sentido
de que vale para cualquier funcién de pago 7. En la proposicién que sigue
se considera el caso de que 7 corresponde a la funcion de pago de una
opcién de venta.

Proposicién 32. Sin(z) = (x— K)" y f(z,t) es como en la Proposicién
28, entonces



en donde /5
1 x Q S

@ = ﬁM?)*ﬁ*?

1 T Q VS

d = e () + 55
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Demostracién. Para el nicleo de Black y Scholes escribiremos B(z) en

lugar de B(x,t). La funcién en cuestién f(x,t) es igual a

O/§B<§)(y—K)+dy = }[B(%) dy—KI[§B(§)
Sea a = % y sea 3= %—? Entonces
0o z/K ;
I[B<§) dy = :1:0/ B(y)y—'g

0

x 1 21 dy
= | / exp{—i(alogy%—ﬂ) }F

dy.

Con el cambio de variable y — exp Y obtenemos
o0 g alogf+ﬁ .
T rea )
B(Z)dy = o — / exp{ = 5y* -2 }d
/ Y Y R /or p 29 o Y
K — 00
dy
1 1 1,2
:xeXp{—+ﬁ—R}Tﬂ/e 2Y dy
en donde /5
1 x Q S
d = —1o <—>+—+—
Por otra parte
16} 1
Py~ R=-Q-R
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Resumiendo lo anterior, tenemos que

I[BG) dy = xZ—EN(dl).

Consideremos ahora la integral

z/K

- 2/ K
ZiB - O/B(y)i—y = %\/—_ / exp{—%(alogy—l—ﬂ)Q}CZ—y.

Mediante el cambio de variables y — exp Y obtenemos

Oo1 Ke R 1.2 K

K —B d = e 2Y dy = —= N(d

/y y =7 / V=R (d2)
K

en donde

x VS
\}glog(K)—l—& S.

Esto termina la prueba de la proposicion. |

do = alog( >—|—ﬁ =

Es facil ver que el Corolario 22 del Capitulo 3 y la Proposicién 17 de
este capitulo son casos particulares de la Proposicién 28.
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