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PREFACIO

Estas son las notas de clase que corresponden al curso basico de
andlisis real en el posgrado conjunto UNAM-UMSNH. Se presenta la
teoria que justifica algunos los procesos de uso frecuente en las aplica-
ciones del andlisis real. Se incluye una lista de méas de 100 ejercicios que
deben ayudar al estudiante a desarrollar la habilidad técnica necesaria
para la practica de la investigacion en matematicas puras.

Luis F. Herndndez, Gaspar R. de J. Leén, Antonio Tapia y David
Villa contribuyeron en el proceso de la depuraciéon de errores. Las
imperfeciones restantes son responsabilidad del autor.

E.P. Balanzario.
Morelia, Michoacan,
Noviembre del 2008.



When I awoke early in the morning, I faced my mother and said
to her, “Give me my lunch. I want to go to school”. My mother gave
me two rolls and I set out. In school, the monitor in charge said to
me, “Why are you late?” Afraid and with pounding heart, I entered
before my teacher and made a respectful curtsy.

From ancient (4,000 years ago) clay tablets.

After he had been in science for many years, and had served both
as colaborator and consultant on many occasions, Richard Feynman
offered this advice: “If anyone asks me a question, I always say,
‘Differentiate under the integral sign’. More than half the time this
will solve their problem. And, even if it doesn’t, they will think you
are a really smart guy”.

From Mathematical Apocrypha by S.G. Krantz.
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Capitulo 1
INTRODUCCION

§1. Motivacion.

La siguiente es una lista (incompleta) de algunas clases de funciones
en orden creciente de complejidad:

(a) Polinomios con coeficientes racionales.
(b) Polinomios con coeficientes reales.

(c) Funciones analiticas.

(d) Funciones diferenciables.

(e) Funciones continuas.

(f) Funciones integrables.

En el siguiente Ejercicio 22 se le pide al lector verificar que existen
funciones infinitamente derivables que no son analiticas. Mostraremos
mas adelante que existen funciones continuas que no tienen derivada
en ningin punto de su dominio de definiciéon. Esto muestra que las
funciones continuas son ya bastante complicadas.

Un paradigma es un método de soluciéon de un problema que re-
sulta tan eficiente, que en el futuro trataremos de aplicar el método
siempre que sea posible. ;Cuales son los paradigmas favoritos del lec-
tor? Proponemos al lector identificar el mayor nimero de paradigmas
en este curso. He aqui un primer ejemplo.

Paradigma 1. Un paradigma importante en anélisis es el método de
usar objetos simples para aproximar objetos complicados.

En el Capitulo 2 mostraremos que los polinomios con coeficientes
reales aproximan bien a las funciones continuas. La ventaja es que
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los polinomios son mucho mas faciles de manejar que las funciones
continuas.

Ejercicio 2. Identificar casos en donde se aplica el Paradigma 1 a lo
largo de este curso.

Enunciamos a continuacién otro importante paradigma.

Paradigma 3. Siempre que sea posible justificarlo, nos gustaria in-
tercambiar el orden en que se toman dos procesos de paso al limite.

En lo que resta de esta seccion explicaremos con més detalle lo que
significa intercambiar el orden en que se toman dos procesos de paso al
limite. En la seccién §2 de este capitulo, ponemos el Paradigma 3 en
prespectiva histérica, en el contexto del desarrollo de la teoria inicial
de las series de Fourier. Algunos de los resultados mas importantes de
este curso, son teoremas que nos permiten justificar el intercambio de
dos limites.

Definicién 4. Sea { fn} = { fnine N} una sucesién de funciones
definidas en un conjunto E. Supongamos que para cada z € F, la
sucesién de ntimeros {f,(z)} converge al limite f(z). Decimos en-
tonces que { fn} converge puntualmente a f en E. [

Si { fn} es una sucesion que converge puntualmente en un conjunto
FE y ademds cada f, es una funcién continua, jse cumplird entonces
que la funcién limite f también es continua? Si este es el caso, entonces

lim f(z) = f(a)

r—a

y por lo tanto, tendriamos que

lim lim f,(z) = lim lim f,(x).

r—a n—oo n—oo r—a
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Asi pues, estamos interesados en justificar un intercambio en el orden
en que se toman los limites. Este intercambio en el orden de los limites
es un proceso delicado y en algunas ocaciones no es posible justificarlo.

Ejemplo 5. Para cada par m,n € N, sea

m

A(m,n) = e

Entonces, para cada n fijo,

lim A(m,n) = 1, yporlotanto lim lim A(m,n) = 1.

m—00 n—oo m—0o0

Por otro lado, tenemos que

lim lim A(m,n) = 0. O

m—00 N—00

El siguiente ejemplo muestra que tomar limite y tomar derivada,
son procesos que en general no conmutan. Puesto que la derivada
se define mediante un paso al limite, entonces en realidad estamos
considerando el caso de un intercambio en el orden en que se toman
dos limites.

Ejemplo 6. Para cada = € R, sean

fu(z) = se\r;g;c y flz) = nler;O fn(x) = 0.

Entonces f’(x) = 0 para cada x € R. Por otro lado

fl(z) = V/ncosnz.

Vemos entonces que { f1'} no converge puntualmente a f’, ya que por
ejemplo,

11(0) = v/n — +oo cuando n — oo,
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mientras que f'(0) =0. O

En el Ejemplo 8 que sigue, mostraremos que tomar limite e integral
son procesos que en general no conmutan. La integral también es un
proceso limite. Serd necesario un resultado auxiliar.

Lema 7. Sea a > 0 y sea R > 1. Se cumple que

Demostracién. Sea y = e'. Debemos probar entonces que

. (logy)”
yli)HOlo Rlogy

Ahora bien,
RlogY — clogRlogy _ 0 endonde 3 = logR > 0.

Puesto que f(x) = x® es una funcién continua, entonces es suficiente

si
. logy

lim =
Y—00 yﬁ/a

Puesto que z = yﬁ/ * — oo siempre que y — 00, entonces basta si

log x
lim —2 = 0.
xr— 00 €T
Pero esto ultimo se cumple, ya que
vz

1 1 xdt 1 dt 2
—logx = — —:—{ + }—g——>0
x x t T t x

1

1
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siempre que x — oo.
Ejemplo 8. Para cada x € [0, 1], sea
fn(z) = nz(l—z*)".

Si0 <z <1, entonces lim f,(x) = 0. Por otro lado, tenemos que
n—oo

1 1 1
O s
0 0 0
Por lo tanto,
1 1
nli_)rrgo fo(z)dx = % #0 = /nli—{lgo fn(z)dz. O
0 0

Vemos pues que intercambiar el orden en que se toman las distintas
operaciones del analisis, es un proceso delicado. En general es deseable
poder justificar tales intercambios. El concepto de convergencia uni-
forme y la integral de Lebesgue nos permiten entender mejor cuando
es posible los intercambios en el orden en que se toman los distintos
procesos de limite.

§2. Series de Fourier.

Con el objeto de estudiar la conducciéon de calor en una varilla metalica
delgada de longitud 1, denotemos mediante u(x,t) la temperatura en
el punto x € [0,1] al tiempo ¢ > 0. Esta funcién debe satisfacer las
siguientes tres condiciones:

2
Qu _ 20

(9) 5 = 9g2 u(0,t) = u(1,t) =0, u(z,0) = f(x),
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en donde f:[0,1] — R es la distribucién de temperatura inicial y ¢ € R
es una constante apropiada que tomaremos igual a 1. Suponiendo
que existe una solucién de la forma u(x,t) = V(z)W(t), entonces la
ecuacién diferencial en (9) se transforma en

W't V"(x)

w(t) V()

El lado derecho de esta ecuacién es independiente de t, mientras que el
lado izquierdo es independiente de x. Por lo tanto, ambos lados deben
ser iguales a una constante a. Asi hemos obtenido el siguiente par de

ecuaciones:
(10) W' = aW y V" = aV.
La primera ecuacién tiene solucién W(t) = e**. Las condiciones

u(0,t) = u(1,t) = 0 tienen ahora la forma V(0) = V(1) = 0. La
segunda ecuacién en (10) tiene como solucién V(x) =
a = —f32. Por lo tanto 8 = n7 en donde n € N.

sen Bz en donde

Para cada n € N, sean

Wy (t) = e~nimt y Vo(x) = sennmz.

Para cualesquiera constantes {an}, la serie infinita

(11) u(a,t) = Y an Vo) Wa(t)

es una solucién formal del problema

2
% = % sujeto a u(0,t) = u(1,t) = 0.
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Si la condicién u(x,0) = f(x) en el problema original (9) se satisface,
entonces, poniendo ¢ = 0 en (11), vemos que

(12) f(z) = Z ap sen (nmx).

Por lo tanto, es deseable saber cuando una funcion f:[0,1] — R tiene
una expresion de la forma (12).

En su estudio sobre la conduccién de calor en sdélidos, J. Fourier
afirmé que cualquier funcién f:[0,1] — R se puede representar por su
serie de Fourier:

f(x) = Z ay, 27T en donde an =
nez

f(fl?) e—27‘rinx dr.

O —

Siguiendo una sugerencia de J.L. Lagrange, podemos obtener la ex-
presién anterior para los coeficientes a,, al multiplicar por e~ 2™ en
la expresion anterior para f(x), integrar de 0 a 1, intercambiar suma e

integral, y finalmente usar la ortogonalidad de la exponencial compleja.

En 1826, N.H. Abel cuestioné la validez del intercambio de suma
infinita e integral en el anterior programa propuesto por Lagrange. En
el Capitulo 5 demostraremos que la afirmaciéon de Fourier es falsa, al
menos para la clase de funciones continuas. Es decir, probaremos que
existen funciones continuas, cuya serie de Fourier es divergente en al
menos un punto.
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63. Ejercicios.
Ejercicio 13. Sea S un conjunto de niimeros reales. Escribimos
b =supS (el supremo de S)

siempre que se satisfagan las siguientes condiciones.
(a) Para cada z € S, se cumple = < b.
(b) Sia < b, entonces existe x € S tal que a < x.

Suponga que todo conjunto acotado superiormente tiene un supremo.
Pruebe que todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz
real.

Ejercicio 14. Sea A = {an} una sucesion acotada de ntimeros reales.
Demuestre que existe una subsucesién convergente de A.

Ejercicio 15. Pruebe que una sucesién de ntimeros reales converge si
y s6lo si es de Cauchy.

Ejercicio 16. El limite superior limsup a,,, de una sucesion {an} es
n—oo

el mayor de todos los puntos de acumulacién de { an}. Demuestre que

limsupa, = lim [supak].
n— oo n—o0 Lk>n

El limite inferior se define de manera similar. Enuncie y demuestre la
proposicion correspondiente al limite inferior.

Ejercicio 17. Sea {an} una sucesion de ntimeros reales y sea

a +-+a,
e

Op =
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Entonces liminfa, < liminfeo, < limsupo, < limsupa,.
n—oo n—oo n—00 n—00

Ejercicio 18. ;Para qué valores de o € R se cumple que la siguiente

g (% — SGH%)Q.

serie es convergente?

Ejercicio 19. Demuestre que la serie
i logn
na

n=2

converge para todo o > 1 y diverge si 0 < o < 1.

Ejercicio 20. Suponga que la serie Z a,2" tiene un radio de conver-
gencia r > 0. Sea A > 1/r. Entonces existe C' > 0 tal que para toda
n se cumple que |a,| < C - A™.

e . = >~ 1 1
Ejercicio 21. Sia, >0y Z a, < 00, entonces Z - (an) 2 < o0.
n=1 n=1
Ejercicio 22. Sea f:R — R la funcién definida mediante
6*1/“2 six >0,
flx) =
0 six <0.

Pruebe que f es infinitamente diferenciable y que f(™(0) = 0 para
cada n € N.

Ejercicio 23. Si f:[0,1] — R es una funcién continua, entonces f
es uniformemente continua, es decir, para cada ¢ > 0, existe § > 0
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tal que para todo x,y € [0, 1], la condicién |z — y| < §, implica que

[f(2) = fy)] <e

Ejercicio 24. Sea f(z) una funcién continua en [a,b]. Pruebe que
f(x) es acotada.

Ejercicio 25. Sea f:(0,1) — R. Entonces f es continua si y sélo si
para cada nimero « los conjuntos {z : f(z) > a} y {z: f(z) < a}
son abiertos.

Ejercicio 26. Sea f:[0,1] — R una funcién diferenciable. Suponga
que
[f@)|+|f'(x)|#0  para O0<az<L

Pruebe que f solo puede tener un numero finito de ceros.

Ejercicio 27. Suponga que f(z) es una funcién continua y no negativa
definida en [0,1] y tal que fol f(z) dz = 0. Demuestre que f(z) =0
para toda z € [0, 1].

Ejercicio 28. Sea f:[0,00) — R una funcién no negativa tal que
Jo° f(z)dz < co. Suponga que |f'(z)] < 1. Pruebe que f(z) — 0
cuando z — o0.

Ejercicio 29. Sea f:[0,00) — R una funcién uniformemente continua
con la propiedad de que blim fé’ f(z) dz existe y es finito. Pruebe que
—00

xlgrolo f(z)=0.

Ejercicio 30. Sea f(z) una funcién continua en [a,b]. Sea M el
maximo de f(x). Pruebe que
b

M = lim {/\f(x)r”‘dx}

a

3|
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Ejercicio 31. Pruebe que para cada |z| < 1/2, se cumple que
r—12? < log(l+z) < =
Suponga que a, > —1, para cada n € N y que la serie Z an converge
absolutamente. Pruebe que el limite
M
lim (1+ap)

M — o0
n=1

existe y es distinto de cero.

Ejercicio 32. Sea {an} una sucesion de nimeros reales que converge
a cero. Pruebe que existe una sucesion {en} con €, = =1 y tal que la

serie g €nGy €S convergente.
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Capitulo 2
CONVERGENCIA UNIFORME

§1. Propiedades Basicas.

En esta seccién definimos primero el concepto de sucesion de funciones
uniformemente convergente. Después veremos como la convergencia
uniforme permite intercambiar distintos procesos de limite.

Definicién 1. Sea { fn} una sucesion de funciones definidas en un
conjunto E. Se dice que { fn} converge uniformemente a f, si para
cada € > 0 existe IV, tal que n > N implica que para cada = € F, se

cumple |f(z) — fu(x)] <€ O

Teorema 2. Sea f,:[0,1] — R una sucesion de funciones continuas
que converge uniformemente a f. Entonces f es continua en [0, 1].

Demostracién. Sea x € [0,1]. Sea ¢ > 0. Nétese que

@) = F)] < [F@) ~ Ful@)| + | ful@) = Fu@)] + [faly) — )]

(},) (;} ) (1}'1)

Puesto que { fn} converge uniformemente, entonces existe n tal que
|f(u) — fn(uw)] < €/3 para cada u € [0,1]. Por lo tanto, los términos
(I) y ({II) son cada uno menores que €/3. Puesto que f,, es continua
en x, entonces existe 4 > 0 tal que |x — y| < ¢ implica que el término
(II) también es menor que €/3. B

Teorema 3. Sea { fn} una sucesion de funciones integrables que con-
vergen uniformemente a la funcién integrable f en [0, 1]. Entonces,
1

/f(x) dr = lim [ f,(z)dx.
0

n—oo

0
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Demostracion. Es claro que

1 1 1

‘/f(:z:) dx—/fn(x) dx

0 0 0

si n es suficientemente grande. 0

Teorema 4. Sea {fn} una sucesion de funciones. Suponga que

(a) Cada f, es diferenciable en (0, 1).

(b) Cada f] es continua.

(c) Existe a € (0,1) tal que {f,(a)} es convergente.

(d) La sucesién {f.} converge uniformemente en cada subintervalo
cerrado de (0,1).

Bajo estas condiciones, { fn} converge uniformemente en cada subin-
terbalo cerrado a un limite f. La funcion limite f, es diferenciable
en (0,1). La sucesién {f}}, converge uniformemente a f' en cada
subintervalo cerrado contenido en (0, 1).

Demostracién. Para cada x € (0,1), sea

g(z) = lim f ().

n—oo

Sea b= lim f,(a). Entonces,

x x

/ g(t)dt = Tim [ fr(t)dt = lim { Ful)— fn(a)} = lim_fu(2)—b.

n—oo
a a

Por lo tanto, f(x) = lim f,(z) existe y ademas,
n—oo

xT

flz) = b+/g(t) dt.

a
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Tomando derivadas, obtenemos que

fl(x) = g(z) = lim f ().

n—oo

La convergencia f/, — f’ es uniforme en subintervalos cerrados de
(0,1) debido a la hipétesis (d) del teorema. Para verificar que f,, — f
uniformemente en [¢,d] C (0, 1), suponga que a,x € [c,d]. Entonces,

£al@) — f(2)] = ' [rwas @~ [ 7w - s

IA

d
/ £2(8) = F(0)] dt + [ fula) = f(a)]. @

Aplicaremos ahora los resultados basicos sobre la convergencia
uniforme para construir un ejemplo de funcién continua pero no
diferenciable.

Ejemplo 5. Para cada = € R, sea A(z) la distancia de = al conjunto
de los enteros, de modo que A(z) = min {|z —n| : n € Z}. Nétese que
A(z) es una funcién periédica y que

T si0<zx<1/2,
AMz) =
l—z sil/2<x<1.

Por lo tanto 0 < A(z) < 1/2 para cada x € R. Para cadan € NU {O},
sea

fule) = o M2"2).

Definimos ahora la funcién ¢:[0,1] — R, mediante

9(@) = 3 fula).
n=0
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Puesto que 0 < f,(z) < 1/2"* entonces la serie que define a g(z) con-
verge uniformemente. Puesto que cada f,(x) es una funcién continua,
entonces g(x) también es continua.

Sik>nyje€ {0,1,...,2”}, entonces
J L\ ok—n
f(or) = pA@2") =0

ya que j2F~" € Z. Por lo tanto, si u = j/2", entonces

g(u) = fo(u) + fi(u) + -+ fa1(u).

Ahora podemos probar que g no es diferenciable en ningiin punto. Sea
x € [0,1] y sean u,, = j/2" y v, = (j +1)/2™, con n € Z, nlimeros
tales que u,, < x < v,. Es claro que

lim u, = lim v, = x.
n—oo n—od

Puesto que u,, y v, son ambos de la forma u considerada mas arriba,
entonces

(0n) = g(un) = fulvn) — fi(un)
6) 9vn) = 9(un) _ .
Up — Up kz:;) Up — Up

Cada cociente

Jr(n) — fr(un) c {17 _1},

Up — U
y por lo tanto (6) no converge cuando n — oco. Esto ultimo prueba
que ¢'(x) no existe. En efecto, si ¢’(x) existe, entonces

m Aol o) Z0te)

Up, — Uy, Up —

) (LI ga)) 4 g,

Up — T
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en donde,

A\, = u_
Up — Un

Puesto que 0 < )\, < 1, entonces la existencia de ¢'(z) implica que
los primeros términos en el lado derecho de (7) tienden a cero y por

lo tanto, el cociente diferencial en el lado izquierdo de (7) converge a
g'(x). D

§2. Sucesiones de Dirac.

En esta secciéon vamos a definir primero las sucesiones de Dirac. Un
caso particular de sucesién de Dirac considerada por E. Landau nos
permitira probar el teorema de Wierestrass sobre la aproximacion uni-
forme de funciones continuas mediante polinomios algebraicos.

Consideremos primero un caso muy simple de sucesiéon de Dirac.

Ejercicio 8. Para cada ntimero entero positivo n, defina
n . 1
ou(r) = 4 2 STl <o
0 en otro caso.
Sea f:[—1,1] — R una funcién acotada y continua en = = 0. Pruebe

que
+1

f(0) = lim [ f(z)d,(x) dz.
1

+1

Solucién. Ndtese que d,,(z) > 0 para cada x y que [ 6,(z)dz = 1.
1

Ahora bien,

+1/n
- ‘ | O - s@)one) s

—-1/n

+1
10~ [ )00 do
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+1/n
/ 10 = S@ldute)dr < sup 17(0) - £ O
—1/n -

cuando n — oo. N
Ejercicio 9. Para z € [0,1] y n € N, se cumple que (1—x)" > 1—nz.

Teorema 10. (K. Weierstrass). Sea f : [-1/2,1/2] — R una
funcién continua. Sea ¢ > 0. Entonces existe un polinomio p(x) tal
que |f(z) — p(z)| < € para cada |x| < 1/2.

Demostracién. Supondremos sin perder generalidad que f(z) es con-
tinua en todo R y se anula en |z| > 1/2. Para cada n € N, sea

{cn(l — 22" six| <1,

0 en otro caso,

(11) kn(z) =
en donde ¢,, es tal que
(12) /kn(a;) dr = 1 para cada n.
Para cada |z| < 1/2, sea

+1
— [ #a =kt /f W~ 1)
“

Es claro que p, es un polinomio de grado 2n. Puesto que se cumple
(12), entonces

£(2) - /!f o= 0 b (t) dt
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Sea § > 0. Consideremos la iltima integral primero sobre el conjunto
|t| < 6. Puesto que f es uniformemente continua, entonces

[ 5@ = se-olk@d < § [rawar = 3
t|<é -1
siempre que § sea suficientemente pequeno.
Por otro lado,
+1 1
1
— = /(1—x 2/ (1—2?)
Cn
—1 0
1//n 1/v/n A
> 2 1- dr > 2 1—na?)dr = —=
[a-ayrar =2 [ a-natir = 2
0 0

y por lo tanto ¢, < y/n. Si M = sup |f(x)]|, entonces
r€R

/!f x—t)\k()dt<2M/ g

[t|>6 |t]>6
< 4M\/ﬁ/(1—x2)”dx < AMy/n(1—56)" — 0
é

si n — o0o. Esto termina la prueba. B

Definiciéon 13. Sean f y g dos funciones de variable real. La con-
volucion f * g, es la funcién
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definida para cada = € R. Escribiremos f * g(z) en lugar de (f *g)(x).
0

Definicién 14. Una sucesién de Dirac en R es una sucesién de fun-
ciones k, :R — R, que satisfacen las siguientes propiedades.

(a) k,(t) >0paracadan e NyteR.
(b) Sin € N, entonces fj;o k,(t)dt = 1.
(c) Para cada par €, § de ntimeros positivos, existe N tal que

/ kn(t)dt < € siempre que n>N. D

|t] =0

La sucesion {5n} del Ejemplo 8 y la sucesién de funciones (12) son
ejemplos de sucesiones de Dirac. Para la demostracién del siguiente
teorema, se debe proceder como en el Ejemplo 8 y el Teorema 10.

Teorema 15. Sea f:R — R una funcién continua y acotada. Sea
E C R un intervalo compacto. Sea {k:n} una sucesion de Dirac. En-
tonces k,, x f converge uniformemente a f en F.

Los dos ejemplos que siguen muestran aplicaciones del concepto
de convolucidn.

Ejemplo 16. (S.D. Poisson). Para cada 0 < r < 1y cada § € R,

sea
1 1— 2

P.(f) = — - )
(9) 27 1 —2rcosf + r2

Entonces {Pr} es una familia de Dirac para r — 17. Sea

V2u— @+1@+i@
o2 r Or r2 062
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el operador de Laplace en coordenadas polares. Es facil ver que
V2P.(0) = 0. Sea f(0) una funcién decente y periédica de perfodo
27. Tomando derivadas dentro de la integral, se obtiene

V(P x f) = (VPP) « f = 0.

Por lo tanto, P, * f() es una solucién a la ecuacién VZu = 0 con
valores a la frontera f(0). O

Ejemplo 17. (K. Weierstrass). Para cada t > 0 y cada x € R, sea
1 2
Ki(x) = ——e @ /%,

Entonces {Kt} es una familia de Dirac para t — 0. Puesto que

32u_%

0z ot O

entonces K; * f es una solucion al problema de difuciéon con valores
iniciales f(x). O

En el siguiente ejercicio se bosqueja la demostracion original de
Weierstrass a su teorema de aproximacion.

Ejercicio 18. Sea f:R — R una funcién continua que se anula en
|z| > 1/2. Sea K el nicleo de Weierstrass definido en el Ejemplo 17.
Pruebe que K; * f es una funcion analitica. Pruebe que los polinomios
de Taylor de K; % f aproximan a f uniformemente.

En lo que resta de esta seccién, nos ocuparemos de las nociones
mas basicas del analisis de Fourier.
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Ejemplo 19. Para cadan € N y cada = € R, sea

F,(z) = 1+ QS (1 — %) cos(2mjz).

j=1
Entonces,
Fo(z) = =

1 <sen7mac>2
- )

senmTx

En efecto, escribiendo A = 27z, obtenemos
nk,(z) = Z (n— |j|)eijA
ljl<n

_ (1_}_62‘A_|_621A+"__i_e(n—l)iA)'(1+e—iA+e—2iA+.__+€—(n—1)iA)

1— einA 1— 6—inA ‘1 . 6z'nA 2 einé _ 6—iné 2
= — - - = |—/— = . O
_ piA _ ,—1A _ iA . A
1—e? 1—e? 1—et ois _ ol

Ejercicio 20. Pruebe que la sucesion {Fn} es una sucesion de Dirac.

Teorema 21. (L. Fejer). Sea f:R — R una funcién periddica de
periodo 1. Para cada j € Z, sea

1
(22) ¢ = /f(ac) e 2T (g,
0
Suponga que f(x) es continua en x = a. Se cumple entonces que

: 1J] 2mij
= 1 E (1 — _> 2T
f(a) Jim o)cie

l7]<n

Ejercicio 23. Suponga que la serie convergente g a, tiene términos
positivos y decrecientes. Pruebe que n - a,, — 0 cuando n — oo.
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Ejercicio 24. (E. Césaro). Suponga que {an} es una sucesion de

1 n
numeros reales tal que lim a, = A. Pruebe que lim — Z a; = A.
7j=1

n—oo n—oo N “

Teorema 25. Sea f: R — R una funcién periédica de periodo 1.
Para cada j € Z, sea c; como en (22). Suponga que

lim jc¢; = 0.
|j]—o0

Entonces, para cada r € R, se cumple que

flx) = chezmjm.

JEZ
Demostracién. Puesto que jc; — 0 cuando |j| — oo, entonces

1
N Z ljla; — 0 cuando N —o0. 1
il <N

§3. La Generalizacion de Stone.

En esta seccién vamos a considerar una generalizacion de gran alcance
al teorema de aproximacién de Wierstrass.

Definicién 26. Una familia A de funciones f: E — R se llama un
algebra de funciones, si se cumplen las condiciones

(a) f+g€ A,
(b) f-g€A,
(c) cf €A,

siempre que f,ge AyceR. [0
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Ejemplo 27. El conjunto de todos los polinomios con coeficientes
reales es un algebra. O

Ejercicio 28. Suponga que f, — f y que g, — ¢ uniformemente en el
intervalo semiabierto (0,1]. Pruebe que no necesariamente se cumple
que f, gn — fg uniformemente en F.

Definicién 29. Por la cerradura de A entenderemos el conjunto A*
de todas las funciones f:FE — R, para las cuales existe { fn} C A, tal
que f, — f uniformemente en F.

Observacion. Sea E un conjunto compacto. Si A es un algebra de
funciones continuas definidas en F, entonces A* también lo es. Nétese

ademds que (A*)* = A*.

Definicién 30. Mediante C'(E) se denota el conjunto de todas las
funciones continuas con dominio E. [0

Ejemplo 31. El conjunto A de todos los polinomios con coeficientes
reales, definidos en [0, 1], es una algebra, cuya cerradura es el conjunto
de todas las funciones continuas, esto es, A* = C[0,1]. O

Definicién 32. Se dice que un algebra A separa puntos en F, si para
cada par z,y € F tales que x # y, existe f € A, tal que f(z) # f(y).
]

Definiciéon 33. Se dice que un &algebra A no se anula en E, si para
cada x € F, existe f € A, tal que f(x) #0. O

El siguiente ejemplo, es un algebra de funciones que separa puntos
y no se anula.
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Ejemplo 34. Sea E = [0,1] x [0,1] y sea A el conjunto de todos los
polinomios en dos variables con coeficientes reales, definidos en E.

Lema 35. Sea A un algebra que separa puntos y no se anula en FE.
sean x,y dos elementos distintos de E. Sean a,b € R. Entonces existe

f e Atalque f(x) =ay f(y) =b.

Demostracién. Existen funciones g, h, k € A tales que

g9(z) # 9(v), h(x) #0 y k(y) # 0.

Sean
u = gk —g(x)k y v = gh—g(y)h.
Entonces u € A, v € Ay ademds u(zx) = v(y) = 0,

u(y) = k(y)(9(y) —g(x)) #0 y wv(x) = hz)(g(z) —g(y)) # 0.

La funcién
av bu

F =@t €4

tiene las propiedades indicadas. Nl

Teorema 36. (M. Stone). Sea A un dlgebra de funciones reales,
continuas y definidas en un conjunto compacto E. Suponga que A
separa puntos y no se anula en A. Entonces la cerradura de A es igual
al conjunto de todas las funciones continuas en E, esto es, A* = C(E).

Demostracion. La prueba es en 4 partes.

Parte 1. f € A* implica |f| € A*. En efecto, sea a = sup |f(x)| y sea
zeFE
€ > 0. Entonces existen ntimeros reales cq, ..., c,, tales que

n .
‘Z%’y] - \yl( < €
j=1
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para cada y € [—a,a]. Puesto que A* es un algebra, entonces

n

g = chfj e A"
j=1
Por lo tanto
l9(z) — | f(2)|| < e para cada x € E

implica que |f| € (A4*)* = A*.

Parte 2. Si f,g € A*, entonces max(f, g) € A* y min(f,g) € A*. En
efecto,

_ fH+g |f—4
2 + 2

_f+g |f—y4l
2 2

max(f,g) y  min(f,g)

Parte 3. Si f: F — R es continua, z € F y € > 0, entonces existe
gz € A* tal que g,(x) = f(x) y
gz(t) > f(t) —¢ para todo t € E.

En efecto, para cada y € E, existe h, € A C A* tal que

Puesto que h, es continua, entonces existe un conjunto abierto J, que
contiene a vy, tal que

hy(t) > f(t) —¢ para todo t € J,,.

Puesto que E es compacto, entonces existen puntos yi,...,y,, tales
que
E C JyU--Uldy,.
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Sea g, = max(hy,,..., Ry, ).

Parte 4. Si f: EF — R es una funcién continua y ¢ > 0, entonces
existe h € A* tal que

|f(z) —h(z)| < € para todo z € E.
En efecto, para cada x € FE, sea g, la funcién construida en la Parte
3. Puesto que g, es continua, entonces existe un conjunto abierto V,
que contiene a x y tal que
gz(t) < f(t)+e€ para todo t € V.
Existen puntos x1,...x,,, tales que
E CVy U---UVy,.

Sea h = min(gz,, ..., gy, ). Entonces h € A* y ademds

flt)—€e < h(t) < f(t)+e¢ para todo z € E. &

§4. Compacidad Sequencial en C(E).

Ahora estudiaremos la compacidad sequencial de conjuntos de fun-
ciones continuas.

Definicién 37. La sucesién { fn} de funciones definidas en F es pun-
tualmente acotada, si existe ¢: EF — R tal que

|fr(x)| < @(x) para todo r € E y n € N.
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En el caso mas estricto de que exista M > 0 tal que
|fu(z)] < M paratodo z € E' y n €N,
decimos que { fn} es uniformemente acotada. [

Definicién 38. Una sucesion de funciones { fn} es equicontinua, si se
cumple que para todo € > 0 existe § > 0 tal que |z — y| < § implica

|fr(z) — fn(y)| < € para todo n € N. 0

Teorema 39. Sea { fn} una sucesion de funciones puntualmente aco-
tada y definida en un conjunto numerable E. Entonces { fn} tiene una
subsucesion {f"k} tal que {fnk(x)} converge para cada x € F.

Demostracién. Sea {mj : ] € N} la sucesién de elementos de E.
Puesto que { fn(xl)} esta acotada, entonces existe una subsucesién

{fl,k ke N} C {fn} tal que klirgo f1,6(z1) existe.

Puesto que {f,(z2)} estd acotada, entonces existe una subsuce-
sién {f27]€ ke N} C {flJf} tal que klim fo.k(x2) existe.
— 00

Este proceso se puede repetir de manera indefinida para obtener
el siguiente conjunto de sucesiones

Si1: fia fiz J1,3
Sa: fan f2,2 f23

Szt f31 f3.2 f33

Entonces la sucesién diagonal { fij1J€ N} converge en cada x; € E.
|
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Ejercicio 40. Demuestre que todo espacio métrico compacto E con-
tiene un subconjunto denso y numerable.

Sugerencia. Para cada n € N, existe una familia finita de vecindades
de radio 1/n que cubre a E.

Teorema 41. (Arzela-Ascoli). Sea E un conjunto compacto. Sea
{ fn} una sucesion equicontinua y puntualmente acotada en E. En-
tonces

(a) {fn} es uniformemente acotada en E.

(b) {fu} contiene una subsucesion uniformemente convergente.
Demostracion. Para cada = € E, sea
h(z) = sup|fu(z)| < oo.
n

Puesto que E es compacto, entonces es suficiente si probamos que
h:E — R es continua. Sea € > 0. Puesto que { fn} es equicontinua,
entonces existe 6 > 0 tal que |x — y| < J implica

[fn(@)] = 1fn@)] < |fu(@) = fu(y)] <6

o bien,

[fn(@)] < [fa(y)] + e

Tomando el supremo sobre n, se obtiene que
h(z) < h(y) +e.

Por simetria, tenemos que

IA

=

E
+
Q)

h(y)
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Por lo tanto, |h(z) — h(y)| < € siempre que |z — y| < .

Para probar la segunada afirmacion del teorema, sea {x]} C Fun
subconjunto denso y numerable de E. Entonces existe una subsucesion

{gn} C {fn} que converge en cada punto de {x]}

Para probar que { gn} converge en cada x € F, sea § > 0 tal que
|x —y| < 6 implica

€
lgn(z) — gn(y)] < 3 para todo n € N.
Sea x; tal que |z — z;| < J. Entonces |g,,(7) — gm(x)| no es mayor que

9n () = gn(z5)| + 1gn(x5) = gm ()| + [gm(z5) — gm(x)] < €

siempre que m,n > Nj;, en donde N; es tan grande que

|gn(xj) - gm(xj)| <

Wl m

Puesto que E es compacto, entonces un ntumero finito de vecindades
{x D — 4] < 5} cubren a E. Tomando el méximo de las N;, vemos
que la convergencia es uniforme. W

Definicién 42. Sea E un conjunto compacto. Sea C'(FE) el cunjunto
de todas las funciones continuas definidas en E. Escribimos

If]] = max[f(z)]. D

Ejercicio 43. Sea I = [0,1]. Sea k:I x I — R una funcion continua.
Defina T : C(I) — C(I) mediante T f(x fo ) dt. Un
conjunto B C C(I) es acotado, si existe M > 0 tal que HfH g M para



Pagina 30

cada f € B. Muestre que T mapea conjutos acotados en conjuntos
equicontinuos.

§5. Ejercicios.
Ejercicio 44. Para cada x € [0, 1], sean
fo(z) = 2™ — 2" ! y gn(x) = 2" — 2°".

Decir si las sucesiones { fn} y { gn} convergen uniformemente en x €
[0,1].

Ejercicio 45. Sea { fn} una sucesion de funciones continuas en un
¢ € R. Suponga que f,, — f uniformemente en una vecindad de c.
Pruebe que f es continua en c.

Ejercicio 46. Demuestre que cada una de las series

d am(1-x), > (—2)"(1-=2)

convergen en [0, 1] pero sélo una converge uniformemente.

Ejercicio 47. Sea f:R — R una funcién uniformemente continua.
Para cada n € N, sea

ful@) = flet D).

n

Pruebe que f,, converge uniformemente a f en R. ;Se cumple lo an-
terior si f es s6lo continua?
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Ejercicio 48. Sea {an} una sucesién de numeros reales, tal que a,, —
a € R. Sea f, : R — R una sucesién de funciones continuas que
convergen uniformemente a f. Pruebe que f,(a,) — f(a).

Ejercicio 49. Pruebe que la serie
Sy
n2
n=1

es uniformemente convergente en [—a,a| para cada a € R. Pruebe

que para ningun valor de x, se cumple que la serie sea absolutamente
convergente.

Ejercicio 50. Pruebe que la serie

j3 + 33'3

J=1

converge uniformemente en el intervalo [0, ¢] para cada ¢ > 0. Pruebe
que la serie no converge uniformemente en [0, co).

Solucién. La convergencia uniforme se sigue de jx? / (73 4+a3) < 2 / 52
para cada = € [0,c]. Si z = j entonces jz?/(j* + 2®) = 1/2 y por lo

tanto la serie no puede ser uniformemente convergente en [0, cc]. N

Ejercicio 51. Sea S C R. Sea g,,: S5 — R una sucesién de funciones
tal que 0 < g,11(z) < gn(x) para cada n € N y cada z € S. Suponga
que g, (x) — 0 uniformemente en S. Pruebe que

S (-1)" gaa)

converge uniformemente en S.
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Ejercicio 52. Sea g:R — R una funcién continua, tal que g(0) = 0.
Suponga que ¢’ existe y esta acotada, es decir,

sup{|¢'(z)| : z€ R} = M < oc.

Pruebe que la serie

S|

00
n=1

converge para cada x € R. Pruebe ademads, que la serie anterior define

9(>)

una funcién continua de x.

Ejercicio 53. Para cada ntmero entero positivo n, defina

—n? si 0<x<1/n,
op(x) =4 n2 si—-1/n<z<0,

0 en otro caso.

Sea f:[—1,1] — R una funcién con segunda derivada continua. Calcule

el siguiente limite
+1

nh_)n;o f(z)-6L(x) d.
21

Calcular el limite anterior para el caso de que f(z) = |z|.

Ejercicio 54. Sea f:[0,00) — R una funcién acotada. Demuestre

que
. —et IRT
lim e [ e fo) d = Jim £
0

siempre que la integral en el lado derecho y el limite en el lado izquierdo
existan.
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Ejercicio 55. Sea f una funcién continua en [0, 1]. Evaluar los limites

1 1
lim [ 2" f(x)dz y lim n/a:” f(x) dx.
0

n—oo n—oo

0

Ejercicio 56. Una funcién f(x) definida en el intervalo [a,b] se dice
que pertenece a la clase Lipschitz, Lip,,;(«), con exponente v y con-
stante M, si para cada a < z < y < b se cumple que

[f(x) = f(y)l < M-z —y|®

Se dice que f(x) € Lip(«) siempre que f(z) € Lip,,;(«) para alguna
constante M.

(a) Construya una funcién en [0,1/2] que no pertenesca a la clase
Lip(1).

(b) Sea a € (0,1) fijo. Construya una funcién en [0,1/2] que no
pertenesca a la clase Lip(«).

Ejercicio 57. Sea f(z) una funcién periédica de periodo 1. Sea

+1/2
1 senmnt 2
ﬁ@:ﬁ/7@4wwm>ﬁ
—1/2

Suponga que f pertenece a la clase Lip,;(«) con a € (0,1). Demuestre
que existe una constante absoluta C' tal que

M
If—of)l < &M
na
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Solucién. Es facil verificar que

+1/2
1 sen Tt 2
_ 5 < = _ _
1@ - @] < = [ 1@ - fe- ol (D)
—1/2
1/2
2M/ senﬂnt
< S,
senmﬁ

1
Sea 0 < < 5 Estudiemos la integral
Y LT
n sen 7t

1
< — entonces tenemos

1
Puesto que 0 <t < 3 implica que

senmwt —
1/2 .
1 0%~
I, < —/to‘_zdt < -
n n(l—a)
B

Estudiemos ahora la integral
é
I = l/t“ (Senmt>2dt
n sen ¢
)

/to‘ n®+0(n*t?)) dt = né*t' 4+ 0(n®573).
0

S|

Por lo tanto, sera suficiente si

5a—1
n

= noetl,
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1
Esto ultimo ocurre cuando § = —. Por lo tanto
n

2M
na

|[f(z) —of ()] < (

+ A)

11—«

en donde A es una constante que no depende de «, f(x) oden. R

Ejercicio 58. Si la funcién periddica f pertenece a la clase Lip,,(1),

entonces
C-Mlogn

If = ol < ==

Ejercicio 59. Sea f una funciéon continua y periédica de periodo 1.
Sea o/ como en el Problema 57. Pruebe que si ||f — of|| = o(1/n),
entonces f es constante.

Solucién. Puesto que o) (z) = Z (1 - m) c;j €™ entonces

n
ldl<n
' 1/2
2] = | [ (@) - al@)e o as] < lip ol
n
~1/2

Por lo tanto, |j| > 0 implica que ¢; = 0. B

Ejercicio 60. Sea k, una sucesién de Dirac en donde cada término es
una funcién par. Sea f una funcién integrable que tiene una discon-
tinuidad de salto en 0. Pruebe que

+oo _
i [ k(@) f(z) de = 20D HFOT)

n—oo 2
— 00
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Ejercicio 61. Sea f:[0,1] — R una funcién continua. Sea e > 0.
Pruebe que existe un polinomio p(z) con coeficientes racionales, tal
que |f(x) — p(x)| < € para cada z € [0, 1].

Ejercicio 62. Sea f:[0,1] — R una funcién continua. Suponga que
fol " f(x) de = 0 paran = 0,1,2,... Demuestre que f(x) = 0 para
todo x € [0, 1].

Ejercicio 63. Sea g:[0,1] — R una funcién continua. Demuestre
que existe una sucesién de polinomios { pn} tal que p,(z) — g(z) para

cada z € [0, 1] pero tal que fol pn(z) dxr — oo cuando n — co.

Ejercicio 64. Sea f(z) una funcién continua definida en [0,1]. De-
muestre que existe una sucesion de polinomios { pn} tal que p,, — f de
manera uniforme y ademads p;(z) < pa(z) < ---, para cada x € [0, 1].

Ejercicio 65. Sea f:[0,1] — R una funcién con derivada continua.
Pruebe que existen polinomios p,(z) tales que

lim { max | pn(z) — f(z) | + max ‘%pn(x)—% (:p)‘} = 0.

n— 00 0<z<1 0<z<L1

Ejercicio 66. Sea E un conjunto compacto. Sea { fn} una sucesion
de funciones continuas. Suponga que { fn} converge uniformemente en
E. Pruebe que { fn} es equicontinua.

Solucién. Sea fo(z) = lim f,(z). Puesto que E es compacto, en-
n—oo

tonces cada fj, con j € N U {0}, es uniformemente continua. Para

j e NU{O}, sea d; tal que |[x—y| < §; implica que | f;(x)— f;(y)| < €/3.

Puesto que la convergencia es uniforme, entonces existe N tal que

j > N implica que

|fi(z) — fo(z)| < % para cada x € E.
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Sea 0 = min {50,51,...,5]\/}. Supongamos que |x —y| < J. Sij > N
entonces

[fn(@) = fu)] < [ful2) = fol@)] + | folx) = fo()|+|fo(y) = fn(y)]
< ¢/3 < ¢/3 §V6/3

Si j < N entonces |z — y| < 6 implica |f,(x) — fu(y)] < % <e. 1

Ejercicio 67. Sea E un espacio métrico compacto y sea { fn} una
sucesion equicontinua en C(FE). Si { fn} converge puntualmente en-
tonces { fn} es uniformemente convergente.

Ejercicio 68. Sea F una familia de funciones real valuadas,
definidas en [0,1], tales que f(0) = 0 y también fol f(x)?dr < 1.
Use el teorema de Arzela-Ascoli para probar que, toda sucesién en F
tiene una subsucesion que converge uniformemente.

Ejercicio 69. Sea { fn} una sucesion equicontinua de funciones defini-
das en [0, 1]. Suponga que

m,n— oo

1
lim |fm(x) — fn(az)‘2 dr = 0.
/

Demuestre que {f,,} converge uniformemente en [0, 1].
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Capitulo 3

CONJUNTOS Y FUNCIONES
MEDIBLES

61. La Integral de Riemann.

Aqui repasamos brevemente la definicién de integral de Riemann. Sea
f:10,1] — R una funcidn real. Sea

P={0=z<z1<- <m,=1}
una particién de [0,1]. Para cada j =1,...,n, sean
m; = inf{f(x) i FER] Sxﬁxj},
M; = sup{f(x) i FEN] g:chj}.

La norma de la particiéon P se define mediante |P| = max (z; —z;_1).
1<j<n

Sean

= lim Zm] j—xzj—1) y Uf = lim ZM = Ti-1)-

|7’|H0 |P|—0

Si se cumple Lf = Uf, entonces decimos que f es Riemann integrable
y escribimos fol f(x)dzr = Uf. En esta definicién hemos considerado
una particién en el eje horizontal del plano cartesiano. Para definir la
integral de Lebesgue se considerard una particién del eje vertical del
plano cartesiano.

Ejercicio 1. Sea f:[0,1] — R una funcién Riemann integrable que
satisface fol f(z)dx > 0. Pruebe que existe un intervalo [a,b] C [0, 1]
con la propiedad de que f(z) > 0 para cada x € [a, b)].
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§2. La Integral de Lebesgue.

Sea f:[0,1] — R una funcién acotada: |f(x)| < M para cada x € [0, 1].
Sean
={-M=y<y1 < <yp=M}

y |P| = max (y; —y;—1). Para 1l < j <mn, sea
1<j<n

— {z€0,1] : y;_1 < f(x) <y;}.

Para definir la integral de Lebesgue, se consideran las expresiones

lim m = lim
|7>|—>ozyj ' Y |7>\—>ozyj

en donde m(E;) “mide la longitud total” del conjunto E; en donde
yi—1 < f(z) < y; tiene lugar. En caso de que Lf = Uf, entonces se
dice que f es integrable en el sentido de Lebesgue.

La funcién f puede ser muy complicada. En este caso, E; también
sera muy complicado. El problema serd decidir para qué conjuntos E
se puede definir su “medida de longitud total” m(FE).

Para un conjunto E' C R, Lebesgue consider6

*(F) = inf m(O «(F) = K
m*(E) = jnf m(0) y m.(E) = sup m(K)
en donde O denota un conjunto abierto y K uno compacto. Lebesgue
dijo que el conjunto E es medible, en caso de que m*(E) = m,(E) y
definié la medida de E mediante m(E) = m*(E).

En la definicién de m*(E) y m.(F) debe notarse que la asignacién
de m(O) y m(K) a los conjuntos O y K, no representa ninguna difi-
cultad ya que los conjuntos abiertos O y R\ K se descomponen como
la unién disjunta y numerable de intervalos abiertos.
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§3. Medida de Lebesgue.

Definicién 2. Sea I = (a,b) un intervalo abierto. Definimos m*(I) =
b — a. Sea A un conjunto de niimeros reales. Definimos

m*(A) = inf { N mi(L,) - Ac | In}
n=1 n=1
en donde cada I,, es un intervalo abierto. 0O
Observacién. Si A C B, entonces m*(A) < m*(B).
Proposicion 3. Sea I C R un intervalo. Entonces

m*(I) = supl —inf .

Demostraciéon. Esto es claro en el caso de que I es abierto. Sea
J C R un intervalo acotado. Sean J°, J el interior y la cerradura de
J. Entonces J° C J C J, y por lo tanto

m*(J°) < m*(J) < m*(J).

Sera suficiente si probamos la proposicién para el caso de un intervalo
cerrado I = [a, b).

Nétese que la contencién (a,b) C [a,b] implica de inmediato que
m*[a,b] > m*(a,b) = b— a. Por otra parte,

[a,b] C (a—f,b—kf)

y entonces
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Por lo tanto, m*[a,b] =b—a. 1

Ejercicio 4. Probar el caso a = —oo 0 b = +00 en la proposicion
anterior.

Proposicién 5. Sea A = J,__, A, una unién numerable de conjuntos
A,, C R. Entonces

m*(A) < > m*(An).

Demostracién. Si existe n € N tal que m*(4,,) = oo, entonces
ya terminamos. Supongamos que cada m*(A,) es finito. Sea € > 0.
Entonces existe una sucesién de intervalos abiertos

{In’j : nGN,jEN}

o0
tal que para cada n € N se cumple que A,, C U I,, ; y también que
j=1

>om (L) < m'(An) + o
j=1

o o0
Puesto que A C U U I, ; entonces
n=1j=1

m*(4) < 33 m (L) < Z(m*(An)+2in) < Y mr(4,) +e

Puesto que € > 0 es arbitrario, entonces la proposicién se cumple. B

Definicién 6. Para cada j € N, sea O; un conjunto abierto y sea Cj
un conjunto cerrado. Suponga que

A:ﬁ(’)j y que B:GCJ"
Jj=1 j=1
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Decimos entonces que A pertenece a la clase Gs y que B pertenece a
la clase F,. O

Ejercicio 7. Sea A C R un conjunto de ntimeros reales. Sea ¢ > 0.
De la definicién de m*(A) es claro que existe un conjunto abierto O, tal
que A C O y ademas m*(O) < m*(A) + €. Pruebe que existe G € G
tal que A C G y ademas m*(A) = m*(G).

Ejercicio 8. Sea A un conjunto numerable. Pruebe que m*(A4) = 0.

Ejercicio 9. Pruebe que el conjunto [0, 1] no es numerable.

Definicién 10. (C. Carathéodory). Un conjunto E es medible si
para cada conjunto A se cumple

m*(A) =m*(ANE)+m*(ANE). O

Sean A y B conjuntos disjuntos, de modo que AN B = (). Para la
siguiente observacion tome en cuenta que la Proposicion 5 implica que
m*(AU B) <m*(A) + m*(B).

Observacion. Para todo conjunto A, se cumple que
m*(A) < m*(ANE)+m*(ANE).

Por lo tanto, un conjunto E es medible si y sélo si

m*(A) > m*(ANE)+m*(ANE).

Proposicion 11. Un conjunto E C R es medible si y solamente si su
complemento E es medible.
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Lema 12. Sim*(FE) =0, entonces E es medible.

Demostraciéon. Puesto que A D AN E , entonces

m*(A) > m*(ANE) = m*(ANE)+m*(ANE). B
N———
igual a 0

Lema 13. Si E; y E5 son dos conjuntos medibles, entonces también
FE1 U E5 es medible.

Demostracién. Sea A un conjunto cualquiera. Puesto que Fs es
medible, entonces

m* (AN Ey) = m* (AN Ey N Ey) +m* (AN Ey N Ey).
Puesto que AN (E1UE,) = (ANE;)U(ANE,N Ey), entonces tenemos
m* (AN (Ey U Ey)) < m*(ANEy) +m* (AN Ex N Ey).
Por lo tanto
m* (AN (B, U Ey)) +m*(ANE; N Ey) <
m (ANE) +m* (AN EyNEy) +m* (AN Ey N Ey) =
m*(ANEy) +m*(ANE;) = m*(A)

ya que F; es medible. Puesto que (Fy U E3)™~ = Ei N Eg, entonces
tenemos que E; U FE5 es medible. R

Lema 14. Sea A C R un conjunto cualquiera. Sean Ei,FEs,...FE,,
conjuntos medibles y disjuntos. Entonces

w(an[UE)) = Ym@nEy)
j=1 j=1
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Demostracion. La prueba es por induccién sobre n. Supongamos
que el lema se cumple para n — 1 conjuntos E;. Puesto que los E; son
disjuntos por pares, entonces

an|UJEB]|nE, = AnE,.

j=1

n
1=

También se cumple que

O Ej).

J=1

AN [j@lEj] NE, = Am[

Puesto que E,, es medible, entonces

w(an[(JB]) = wans)+m(an[U5))
= m*(AmEn)+T§m*(AmEj). |

Teorema 15. El complemento de un conjunto medible es medible.
La unién numerable de conjuntos medibles es medible. Si un conjunto
tiene medida exterior igual a cero, entonces es medible.

Demostracion. Sea E la unién numerable de conjuntos medibles.
Se puede suponer sin perder generalidad que E es la uniéon numerable
disjunta de conjuntos medibles F,,. Si

n
F, = U E; entonces F, D E.
j=1
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Por lo tanto

m*(A) = m*(ANF,) +m*"(ANE,) > m*(ANE,) +m* (AN E).

Entonces

m*(A) > im*(AﬁEj)er*(AﬂE’) > m*(ANE) + m* (AN E). W

Lema 16. El intervalo (a,c0) es medible.

Demostracién. Sea A un conjunto cualquiera. Sean A; = AN (a, o0)
y As = AN (—00,al. Probaremos que m*(A1) + m*(4z) < m*(A). Si
m*(A) = oo, entonces ya acabamos. Supongamos que m*(A) < oo.
Sea {In} una sucesion de intervalos abiertos tal que

A C UIj y ademaés Zm*(Ij) < m*(A4) +e

Sean I} = I; N (a,00) y I} = I; N (—oc,a]. Entonces I} y I} son
intervalos tales que

m*(I;) = m*(I) +m"(Ij).

oo
Puesto que A; C U I;-, entonces
j=1

Ar) (GI) < f:m*<1;).

J=1 J=1
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o0
Puesto que Ay C U I ]’-’ , entonces
=1

m*(Ay) < m*(fj[”) Zm (17).

Por lo tanto

m* (A1) + m*(As) < i (m*(Ij’) + m*(Ij’.’))

Teorema 17. Todo conjunto abierto es medible.

Demostracién. Para cada j € N el conjunto (b—1/j, 00) es medible.
Por lo tanto, el complemento (—oo, b—1/j] también es medible. Ahora
s6lo basta observar que

= U (—oo,b—% y  (a,b) = (—o00,b) N (a,00). N

Observacion. Todo conjunto cerrado es medible. Todo conjunto G
es medible. Todo conjunto F,, es medible.

Teorema 18. Sea {EJ} una sucesion de conjuntos medibles. Se

m(JE) < Y miE)

j=1 j=1

cumple que
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Si los conjuntos E; son disjuntos por pares, entonces se da la igualdad.

Demostracion. La primera afirmacion es consequencia directa de la
Proposicién 5. Supongamos ahora que los conjuntos F; son disjuntos
por pares. Por el Lema 14 se cumple que

n

(U E) 2 n(UB) - Lo

j=1 =1

Por lo tanto
o0

m(UEj) > im(Ej). |

j=1

Ejercicio 19. Sean A D B dos conjuntos medibles. Suponga que
m(B) < co. Pruebe que m(A\ B) = m(A) —m(B).

Proposicion 20. Sea {En} una sucesion decreciente de conjuntos
medibles: E,+1 C E,. Suponga que m(E;) < oo. Entonces

m(flen> = lim m(E,).

n—oo

o0
Demostracién. Sea E = ﬂ FE,,. Puesto que

Ey \E = U (En\En—H)

y la sucesion {En \ En+1} es disjunta, entonces

m(Ey) —m(E) = m(Ey\E) = Y m(E; \ Ejs)

n

— nﬁlﬂoz (M(E;) = m(Bj11)) = m(Br) — lim m(E,).
j=1
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Teorema 21. Sea ¥ C R un conjunto. Los siguientes enunciados son
equivalentes.

(a) E es medible.

(b) Dado € > 0, existe un abierto O D E tal que m*(O \ E) < e.

(c) Dado € > 0, existe un cerrado F' C E tal que m*(E \ F) < e.

(d) Existe G € Gs tal que E C G y ademés m*(G \ E) = 0.

(e) Existe F' € F, tal que FF C E y ademdas m*(E \ F') = 0.

En caso de que m*(F) < oo, los enunciados anteriores son equivalentes
al que sigue.

(f) Dado € > 0, existe una unién finita U de intervalos abiertos tal
que m*(UAFE) < e.

Demostracién. Supondremos siempre que m*(E) < oo. Para pro-
bar que (a) implica (b) sea ¢ > 0. Entonces existe O D E tal que
m(O) < m(FE) + e. Puesto que E es medible, entonces la definicién de
Carathéodory implica que m*(O \ E) = m*(O) — m*(E) < e.

Para probar que (b) implica (d) se toman conjuntos abiertos
O,, D E tales que m(O,, \ E) < 1/ny se toma G =) _, O,.

Para probar que (d) implica (a) nétese que G\ E es medible y
también que E =GN (G \ E)~.

Para probar que (a) implica (f), sea O D E un conjunto abierto

tal que

m(0) < m(E) + %

Escribamos O = U;; I;, en donde cada I; es un intervalo abierto.
Sea n tal que
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Mostraremos que si U = I; U --- U I,,, entonces
m* (UAE) < m(E\U)+m((U\E) < e

Siz e U\ E, entonces z € O\ E'y por lo tanto m(U \ E) < ¢/2. Si
x € E\ U, entonces

x € UIj y por lo tanto m(E\U) < =. 1

€
2

§4. Funciones Medibles.

Proposicion 22. Sea f: EF — R U { + oo} una funcién con dominio
medible. Los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) Para todo a € R, el conjunto {z : f(z) > a} es medible.

(c) Para todo o € R, el conjunto {z : f(z

()

(b) Para todo o € R, el conjunto {z : f(z) > a} es medible.
(z) < a} es medible.
()

<
(d) Para todo o € R, el conjunto {z : f(z) < a} es medible.

Demostracién. Que (a) implica (b) se sigue de
~ 1
{z : f(z)>a} = ﬂ {:1: : f(:z:)>04—ﬁ}.

n=1

Que (b) implica (c) se sigue de

{z: f(z)<a} = E\{z: f(z) > a}.
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Que (c) implica (d) se sigue de

{z : f(z)<a} = Fj{:z; : f(:z:)<oz+l}.

n
Que (d) implica (a) se sigue de

{z: f(z)>a} = E\{z: f(z)< a}. 1

Definicién 23. Una funcién que es como en la Proposiciéon 22, se
llama funcién medible. [

Ejercicio 24. Sea f: F — R U { + oo} una funciéon medible y con
dominio medible. Pruebe que {z : f(z) = oo} es medible.

Ejercicio 25. Pruebe que toda funciéon continua es medible.

Proposicion 26. Sean f y g dos funciones medibles con valores reales
y con dominio comiin. Entonces f + g y fg son medibles.

Demostraciéon. Que f + g es medible se sigue de

e f@)+g@)<a}=J{z: f@)<r v gl&)<a—r}

reQ

en donde la unién es sobre el conjunto de los ntimeros racionales.

Para probar que fg es medible, nétese que f? es medible. En
efecto,

{z: fPx)>a} ={z: fl&)>Va}u{z: f(z) <—Va}
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siempre que « > 0, mientras que
{z : f*(z) > a} = dominio de f

siempre que o < 0. Puesto que

1
fg = 5((f+9° = =9,
entonces también fg es medible. B

Teorema 27. Sea { fn} una sucesion de funciones medibles. Entonces
cada una de las siguientes funciones es medible:

sup fn, lim sup f,,, inf f,, liminf f,.
n n n

n

Demostracion. Que sup f,, es medible, se sigue de
n

{ :supfn <a} ﬂ{x:fn §a}.

Que limsup f,, es medible, se sigue de
n

limsup f,(z) = i%f (sup fk(x)> |

n k>n

Ejercicio 28. Sea { fn} una sucesion de funciones medibles definidas

n [0,1]. Pruebe que el conjunto de z tales que lim f,(x) existe, es
medible.

Teorema 29. Sea f:[0,1] — RU { + oo} una funcién medible que
toma los valores +o0o sélo en un conjunto de medida cero. Sea € > 0.
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Entonces existen una funcién escalén g y una funcién continua h tales
que

m{z : |f(z)—g(@)|>e} <e y miz:|f(z)—h(@)>e}<e

Demostracién. Sea E, = {z : |f(z)] > n}. Supongamos que
m(E,) > €/2 para cada n € N. Puesto que E, 11 C E,, entonces

oo

m< N En> = lim m(E,) > g
n=1

Puesto que esto contradice las hipétesis del teorema, entonces existe
N tal que
€
m{z : |f(z)| > N} < 3

Sea § > 0. Sea F,, = {z : en < f(z) < e(n+ 1)} en donde |n| < N/e.
Para cada una de estas n, existe

k(n)
Up = |J In;
j=1

que es unioén de intervalos abiertos y tal que

d€

Si z € [0,1], entonces hacemos g(z) = en en caso de que exista un
tnico n tal que = € U,. En caso contrario, hacemos g(z) = 0. El
conjunto de = € [0, 1] para las cuales |f(z) — g(z)| > € tiene medida
menor o igual que

m{z : |f(z)| > N} + Z m(F, AU,) < %-{—4(56.

In|<N
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Tomando § = 1/8 se obtiene el resultado. B

Ejercicio 30. Sea E un conjunto de ntimeros reales. La funcién yg

definida mediante )
1 sizek,

xe(@) = {0 sizdE,

se llama la funcién indicadora (o caracteristica) del conjunto E. Sea
{En} una sucesion de conjuntos contenidos en un conjunto S. Se
define E* como el conjunto de las z € S para cuales x € E,, para una
infinidad de indices n. El conjunto F, consta de todas las x € S para
las cuales x € E,, para todo indice suficientemente grande. Demuestre
que

Xe, = liminf xg,, Xp+x = limsup xg,-

n—00 n— oo
Por esta razon, se escribe E* = limsup E,, y también E, = liminf E,,.

n—oo n—oo

Ejercicio 31. Sea {En} una sucesién de subconjuntos de S. De-
muestre que

lim nf E,, = G [ﬁ Ek] vy limsupE, — ﬁ [G Ek}
n=1 k=n n—eo n=1 k=n

Ejercicio 32. Sea {En} una sucesion de subconjuntos medibles de
[0,1]. Suponga que Zm(En) < o0o. Demuestre que el conjunto de

puntos que pertenecen a una infinidad de elementos de {En} tiene
medida cero.

(e,
Solucién. Puesto que E* C U FE;. para cada n € N, entonces

k=n

0 < m(E*) < Zm(Ek) — 0 siempre que n —oco. i
k=n
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Teorema 33. Sea E un conjunto medible con medida finita. Sea { fn}
una sucesion de funciones medibles definidas en E. Suponga que para
cada x € E se cumple que f,(x) — f(z). Entonces, para cada ¢ > 0
v 6 > 0 existen un conjunto medible A C E y un entero N tales que
m(A) < y ademds x € E\ A yn> N implican |f(z) — fn(2)] < e.

Demostracién. Sin perder generalidad supondremos que f(z) = 0
para cada « € E. Sea E,, = {z : |fu(z)| > €}. Si

F, = U Ey, entonces ﬁ F, =10
n=1

y ademés Fj, 11 C F,,. Por lo tanto existe N tal que m(Fy) < J. Sea
A=Fy.Size E\ Ay n> N, entonces |f,(x)] <e. R

Teorema 34. (Egorov). Sea {f,} una sucesion de funciones me-
dibles que convergen a f casi en todas partes en el conjunto medible
E. Dado § > 0 existe A C E tal que m(A) < § y {fn} converge
uniformemente a f en E \ A.

Demostracion. Por el teorema anterior, existe una sucesion {An} tal
que m(Ay) < 0/2" y tal que x € E\ A,, implica que | f(z)—f;(x)| < 1/n
para todo 5 > N,,. Sea
oo
A= ] 4.
n=1

Entonces m(A) < y {f,} converge uniformemente a f en £\ A. 1

§5. Ejemplos y Contraejemplos.

En el siguiente ejemplo, se construye un conjunto que no es medible
en el sentido de Lebesgue.
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Ejemplo 35. Para cada par x,y € [0,1) se define

{x—i—y siz+y <1,
rdy =
zr+y—1 siz+y>1.

Entonces @ : [0,1) x [0,1) — [0,1) es una operacién asociativa y
conmutativa. Si F es un subconjunto de [0,1) entonces escribimos
Eoy={zdy: zcE}.

Si EC[0,1) yye€[0,1), entonces m(E @ y) = m(E).

Si x,y € [0,1) son numeros tales que x — y es racional, entonces
escribimos x ~ y. Esta relacion de equivalencia induce una particion
del conjunto [0, 1) en clases de equivalencia. Por el Axioma de Eleccién,
existe un conjunto P que contiene exactamente un representante de
cada una de las clases de equivalencia. Sea {rj} una enumeracion
de todos los racionales en [0,1). Suponga que ro = 0. Para cada
j e NU {0}, sea P; = P @ r; de manera que Py = P. Suponga
que x € P; N P,. Entonces existen p;, p; elementos de P, tales que
p; — pr = T — r;. Puesto que r; — r; es un nimero racional, entonces
p; ~ pr. Puesto que P contiene sélo un representante de cada clase,
entonces j = k. Por lo tanto j # k implica P; N P, = ). Por otro lado,
cada x € [0,1) pertenece a alguna clase de equivalencia y por lo tanto
es equivalente a algiin elemento de P. Pero si z difiere de un elemento
de P por el racional r;, entonces x € P;. Por lo tanto

P; = [0,1).

s

j=1

Que P no es medible, se sigue ahora de

[e.¢]

1=m[0,1) =) m(P) =Y m(P). O
Jj=1 j=1
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Nos ocuparemos ahora del asi llamado conjunto de Cantor.

Ejemplo 36. Para cada z € [0, 1], sea a; = a;(z) € {0, 1, 2} tal que

S

e .
— -J
=Y
j=1
Esta expansién es tinica a menos que x = t/3* para algunos enteros
t, k. Podemos suponer siempre que 3 no divide a t. En este caso x
tiene dos expansiones. En efecto, puesto que 3 no divide a ¢, entonces
t =3¢+ ¢ en donde ¢ € {1,2}. Por lo tanto
o q ¢t q (-1 2
R R L A P
i>k
son dos expansiones distintas de z. Si = ¢/3* y 3 no divide a ¢, en-
tonces, en una de las expansiones para x se tiene que ax = 1, mientras
que en la otra expansion, se tiene que a € {O, 2}. Tomaremos siempre

la segunda expansién. En este caso

1 2
3'3)"

1 2 7 8
a17é1, as =1 = I€(§,§)U(§,§)

w=1 & e

y asi sucesivamente. El conjunto de Cantor C es el conjunto de todas
las z € [0, 1] tales que, si

r=) o

Jj=1

Q
S

es su expansién en base 3, entonces a; # 1 para cada j € N. Por lo
tanto, C se obtiene de [0, 1], al remover el intervalo (1/3,2/3), luego
remover los intervalos (1/9,2/9), (7/9,8/9) y asi sucesivamente. 0
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Definiciéon 37. Un conjunto A es totalmente disconexo, si los tinicos
subconjuntos de A que son conexos son de la forma {m} para algin
r€eA 0O

Proposicion 38. Sea C el conjunto de Cantor. Entonces se cumplen
los siguientes enunciados.

(a) C es totalmente disconexo.

(b) C no tiene puntos aislados.

(c) m(C)=0.

(d) Card(C) = Card(R).

Ejercicio 39. Si f:[0,1] — [0,1] es ménotona creciente, entonces f
tiene a lo méas un conjunto numerable de puntos de discontinuidad.

Ejercicio 40. Si f:[0,1] — [0, 1] es ménotona creciente y sobreyectiva,
entonces f es continua.

Ejemplo 41. Sea = € C. Entonces podemos escribir
> 2b;
T = 2313_7 en donde b; € {0,1}.
.]:

La funcién de Cantor f:C — [0, 1] esta definida mediante
2b;\ = b;
(X3) =X

Jj=1 Jj=

La funcién de Cantor es sobreyectiva y por lo tanto C es un conjunto
no numerable. Podemos ahora extender el dominio de definiciéon de f
de la siguiente manera. Si z € [0,1] \ C, sea

f(x) = sup {f(y) s yeC, y<a}.
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Esta funcién f:[0,1] — [0,1] es mondtona creciente y sobreyectiva.
Por el Ejercicio 40, la funciéon de Cantor es continua. 0

Ejercicio 42. Si C es el conjunto de Cantor, entonces C + C = [0, 2].

Solucién. Noétese que C +C = {a +b:a€elC,be C} estd dado por
> 35 T > 37
j=1 j=1

en donde tanto a; como b; ambos pertenecen a {0, 2}. Puesto que la
suma anterior se puede escribir como

o (a; +b;)/2
22 T,
j=1

entonces vemos que C+C =[0,2]. 1

Ejercicio 43. SiC es el conjunto de Cantor, pruebe que C—C = [—1, 1].

Ejercicio 44. (Steinhaus). Sea A C R un conjunto cerrado tal que
m(A) > 0. Entonces existe § > 0 tal que (—6,0) C A — A.

Solucion. Para cada n € N sea
1
U, = {uER : Ja € A tal que |[u —a| < —}.
n

Entonces {Un} es una sucesion decreciente de conjuntos abiertos. Sea
b¢ A. Como A es cerrado, entonces existe n € N tal que

1
(b—ﬁ,b—i—g) c A
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Por lo tanto b € U,,. Pero entonces
A C m U, C A, es decir A= ﬂ U,,
n=1 n=1

va que A C U,, para cada n € N. Puesto que

lim m(U,) = m(A) > 0

n—oo
entonces existe n € N tal que

g m(U,) < m(A).

Sea § = 1/n. Si |w| < & entonces el conjunto 4, = {a —w : a € A}
estd contenido en U,,. Puesto que m(A,) = m(A) entonces

m(Un \ (AN Ay)) =m((Un\ 4) U (Un\ Aw))
< m(U, \ A) + m(U, \ Ay)
= 2m(U,) —2m(A)

2

Por lo tanto, m(AN Ay) > 0y en particular, AN A, no es vacio. Por
lo tanto w = x — y para algunos elementos x, y del conjunto A. B

Ejercicio 45. Construir conjutos tipo Cantor de medida positiva.
Solucién. Sea ¢ > 3 un numero real. Del centro del intervalo [0, 1]

se remueve un subintervalo de longitud 1/¢. De cada uno de los dos
subintervalos restantes, se remueve un subintervalo de longitud 1/¢2.
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Se continua este proceso de manera indefinida. La medida del conjuto

que se ha removido es

; 1
J
)_6—2'

~| N

2(

Si ¢ > 3 entonces el conjunto de puntos que permanecen, tiene medida
iguala (£ —3)/({—2) > 0. 1

| =

Ejercicio 46. Muestre que la funcién

1.
z?sen— siz >0,
x

fz) =

0 six <0,

es diferenciable para todo x € R pero f’(x) es discontinua en x = 0.

Ejercicio 47. (V. Volterra). Pruebe que existe una funcion diferen-
ciable f:]0,1] — R cuya derivada f’(z) es acotada pero no integrable
en el sentido de Riemann.

Solucién. Sea K C [0, 1] un conjunto tipo Cantor de medida positiva.
Sea {In} la sucesién de los intervalos abiertos que se removieron al
construir K. Si I,, = (a,b) entonces se define g, :(a,b) — R mediante

1

x—a

gn(z) = (z —a)?sen

b
Existe £ € (a, - ) tal que g/, (£) = 0. Se define ahora f,,:(a,b) — R

mediante
( gn(®) sia <z <,
. a+b
fulz) = gn(§) sif<zs——,
b
\gn(a+b—a:) sia+ <z <b.
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La funcién definida mediante

fa) = {fn(x) s%xeln,
0 six e K,

es diferenciable para toda x € [0,1]. La funcién derivada f'(z) es
discontinua en todo punto de K. Ademds f/(z) es acotada. Como K
tiene medida positiva, entonces f’(z) no es una funcién integrable en
el sentido de Riemann. B

§6. Ejercicios.

Ejercicio 48. Sea m*(A) la medida exterior de Lebesgue del conjunto
A C R. Pruebe que

m*(A) = inf {m(B) : B es medible, A C B}.

Ejercicio 49. Sea ¢ > 0. Construir un un conjunto abierto A C R
que sea denso en R y tal que m(A4) < e.

Ejercicio 50. Sea a < (. Sea E C [0,1] un conjunto medible.
Suponga que m(E) = 3. Demuestre que f(z) := m([0,2] N E) es una
funcion continua. Concluya que F contiene un subconjunto medible A
tal que m(A) = a.

Ejercicio 51. Sea E un subconjunto medible de R tal que m(E) < oc.
Para cada z € R sea f(z) = m((E+ )N E)). Pruebe que f(x) es una
funcion continua en R y satisface

lim f(z) = 0.

r—r 00
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Ejercicio 52. Considere las siguiente sucesién monétona de conjuntos
medibles: A7 C Ay C --- C [0,1]. Demuestre que

m(UAn) = lim m(A4,).

n—oo

Ejercicio 53. Sea E C [0,1] un conjunto medible tal que existe un
numero positivo « con la propiedad de que m(E NI) > «-m(I) para
cada intervalo abierto I C [0, 1]. Demuestre que m(E) = 1.

Ejercicio 54. Sea E C R un conjunto con la siguiente propiedad.
Existe 0 < 0 < 1 tal que para todo intervalo abierto (a,b), el conjunto
EnN(a,b) puede cubrirse con una coleccién contable de intervalos {I j}

tal que Zm(lj) < §(b—a). Pruebe que m(E) = 0.

Ejercicio 55. Construir un conjunto cerrado de medida positiva que
no contenga ningun conjunto abierto.

Solucién. Sea {T]-} la sucesién de todos los nuimeros racionales en
(0,1). Sea I; C (0,1) un intervalo abierto, tal que r; € I; y ademds
m(l;) < 1/2j+1. Si

oo

O = Ulj, entonces m(0) < Zm(Ij) <
j=1 —1

N | =

El conjunto F' = [0, 1]\ O no contiene ningun intervalo abierto y es tal
que m(F) >1/2. 1

Ejercicio 56. Sea { fn} una sucesion de funciones medibles, con
valores reales y definidas en [0, 1]. Demuestre que existe una sucesién
{an} de numeros reales, tales que {an- fn} converge a cero casi en
todas partes.
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Ejercicio 57. Sea { fn} una sucesién de funciones medibles en R. Sea
{€,} una sucesion de niimeros positivos que converge a cero. Suponga

que
o0

Zm{xER D fa(@)] = e} < oo

n=1

Pruebe que f,(x) — 0 para casi toda z € R.

Ejercicio 58. Sea { fn} una sucesiéon de funciones medibles en R. Sea
a > 0. Suponga que

o0

Zm{xGR : fo(z) >a} < oo

n=1

Demuestre que limsup f,,(z) < a para casi todo x € R.

n—oo

Ejercicio 59. Sea {f,} C C[0,1] una sucesién de funciones conti-
nuas. Suponga que f,, — f casi en todas partes. Sea 0 < a < 1.
Pruebe que existe un conjunto compacto K C [0, 1] tal que m(K) > a
y f(x) es continua en K.

Sugerencia. Usar el Teorema de Egorov.
Ejercicio 60. Sea { fn} una sucesion de funciones medibles definidas

en [0,1]. Pruebe que el conjunto de x tales que lim f,(x) existe, es
medible.
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Capitulo 4

INTEGRAL DE LEBESGUE

§1. Funciones Medibles Acotadas.

Definicién 1. Sea E un conjunto de numeros reales y sea xg la
funcion indicadora de E. Una funcién simple es una funcién de la

v = Z ajXE;
j=1

en donde a; € Ry cada F; es un conjunto medible. Si ¢ es una funcién

forma

simple y {al, e ,an} es el conjunto de valores de ¢, entonces
n
P =D ajxa;, Aj = {z : p(@) = a;}
j=1

es la representacién canénica de ¢. En particular, los conjuntos A; son
disjuntos y no nulos. [

Definicién 2. Sea ¢ una funcién simple que se anula en el comple-

mento de un conjunto de medida finita. Definimos la integral de ¢
mediante

/gp = Zajm(Aj) en donde Qo = ZanAj
j=1 Jj=1

es la representacién canodnica de ¢. Si F es un conjunto medible,

/SOZ/SO'XE-D
E

entonces
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Ejercicio 3. Sea
Y = ZanEj en donde E,NE, =10
j=1

siempre que j # k. Supongamos que cada E; es un conjunto medible
de medida finita. Entonces

/90 = jz:ajm(Ej)-

Ejercicio 4. Sean ¢ y 1 dos funciones simples que se anulan en el
complemento de un conjunto de medida finita. Entonces

/(agp+b¢):a/gp+b/¢ para cada a,b e R.

Si ademas ¢ < 1, entonces

[e<[v

Definicién 5. Sea f: E — R una funcion medible y acotada. Suponga
que m(E) < oco. La integral de Lebesgue de f sobre E se define

/Ef(m) d = inf/Ew(m) da

en donde el infimo es sobre todas las funciones simples que dominan a
fyestoes, f <. O

mediante

En la Proposiciéon 8 que sigue, mostraremos que la integral de
Lebesgue que acabamos de definir esta bien definida. La prueba de la
siguiente proposicion queda a cargo del lector.
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Proposicion 6. Si f y g son funciones medibles y acotadas, definidas
en un conjunto E de medida finita, entonces se cumplen las siguientes
propiedades.

(a) Para cada a,b € R se cumple que [.(af +bg) =a [, f+b [, 9.
(b) Si f =g casi en todas partes, entonces [, f = [ g

(c) Sif < g casi en todas partes, entonces

/EfS/Eg y (/EfIE[E\f!-

(d) Si A< f(z) < B entonces Am(E) < [, f < Bm(E).

(e) Si A y B son conjuntos medibles y disjuntos, entonces

? =L

Lema 7. Si g es medible y f = g salvo en un conjunto de medida
cero, entonces f es medible.

Demostraciéon. Notese que
{z: f(z)<a} = [{az c fle)=g@)}n{z : g(z) < oz}]
U[{x D flz) #gl@)nfz : f(z) < a}] |

En la siguiente proposicion, el infimo y el supremo se toman sobre
todas las funciones simples ¢, ¥, que satisfacen las desigualdades que
se indican.
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Proposicion 8. Sea f: E — R una funcién acotada. Suponga que
m(E) < co. Entonces

inf /E ¥(z)dz = sup [E o) do

f<¢ e<f
si y solo si f es medible.
Demostraciéon. Supongamos que f es medible y que |f(z)| < M para

cada x € E. Sea n € N. Para cada k tal que —n < k < n, considere
los siguientes conjuntos medibles

x

E, = {mEE:%M<f(w)§E }

Noétese que

m(E) = > m(E).

|k[<n

Considere ahora las funciones simples

M M
Y = Y —kxe, y on = ;(k_l)XEk-

[k|<n |k|<n

Entonces ¢, () < f(x) < ¥,(x). Es claro que

) M
;gié¢s/]3wn=72km(Ek>

|k|<n

y también que

swp [ = [ o= 20 = m(E)

p<f
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Por lo tanto

0 < mf/w— SUP/cp <M > m(Ey) = %m(E)-

<
I=v P=IIE |k|<n
Haciendo que n — oo, vemos que

inf
it [v=am [ o

Supongamos ahora que esta ultima igualdad se cumple. Para cada
n € N existen funciones simples ¢,, v ¥, tales que

on(@) < f(2) < Yu(e) ¥ ademds / o — / ou < L.

Las funciones
Y* = inf, y ©* = supy,
n n

son ambas medibles y tales que

Sea A el conjunto de x € E tales que ¢*(z) < 1*(x). Probaremos que
m(A) =0. Sea A, = {z € E : ¢*(x) — ¢*(z) > 1/n}. Entonces

1
- / vt > [ -t > Sm(A).
E An n

Pero entonces
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Por lo tanto f = sup ¢,, salvo posiblemente cada x € A. &

Puesto que cada funcién escalén es una funcién simple, entonces
se cumple la siguiente proposicion.

Proposicién 9. Sea f:[a,b] — R una funcién acotada. Suponga que
f es integrable en el sentido de Riemann. Entonces f es medible y
ademas la integral de Lebesgue de f es igual a la integral de f en el
sentido de Riemann.

Ejercicio 10. Sean p, A dos numeros reales positivos. Sea E C R.

Sea f:E — R una funcién medible. Sea Ex = {z : |f(z)] > A}.
Demuestre que

1
m(Ey) < F/E)\ |f]P.

Para p = 2 se obtiene la desigualdad de Chebyshev:
1 2
miz: |f@) 2} < 5 [ |f@)Pa

Ejercicio 11. Sea f: E — R tal que f(x) > 0 para cada = € E.
Suponga que m(E) > 0. Pruebe que [, f > 0.

Solucion. Supongamos que la integral se anula. Para cada n € N sea
E,={z€E : f(z) >1/n}. Entonces

oszfz R

Por lo tanto
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lo cual contradice que m(E) > 0. B

Teorema 12. (de Convergencia Acotada). Sea { fn} una sucesion
de funciones definidas en un conjunto E de medida finita. Suponga que
|fn(z)] < M para cada x € E y cadan € N. Si para cada v € E, se
cumple que f,(x) converge a f(x), entonces

/f = lim fn-
E n—xJg

Demostracion. Sean € y 6 dos nimeros positivos. Existen un con-
junto A C E y un entero N tales que m(A) < 6 y n > N junto con
x € E'\ A implican que |f(z) — fn(x)| < €. Por lo tanto

[

< /A\f—an / F—ful < 2M6+em(E). B

E\A

§2. Funciones Medibles no Negativas.

Definicién 13. Sea f:E — [0,00) una funcién no negativa definida
en un conjunto medible. La integral de f se define mediante

/f:sup/h
E h<fJE

en donde h es una funcion acotada y medible que se anula en el com-
plemento de un conjunto de medida finita: m{z : h(z) # 0} < oco.
]

Proposicion 14. Si f y g son funciones medibles no negativas, en-
tonces se cumplen los siguientes enunciados.

(a) Sic> 0, entonces [,cf =c [, [
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(b) [5(f+9)=[pf+ [s9

c) Si f < g casi en todas partes, entonces .. f < |.g.
E E

Teorema 15. (Lema de Fatou). Sea {f,} una sucesién de funciones
no negativas tales que f,(x) — f(x) para casi toda x € E. Entonces

f < liminf fn

n—oo

Demostraciéon. Puesto que las integrales sobre conjuntos de medida
cero son nulas, entonces se puede suponer que f, — f en cada x € E.
Sea h una funcién acotada tal que h(x) < f(x) para cada x € FE.
Supongamos que m(A) < oo en donde A = {z € E : h(z) # 0}.
Sea hy(z) = min {h(z), f,(z)}. Entonces {h,} es una sucesién de
funciones uniformemente acotada que se anula en el complemento de
A. Por el Teorema de Convergencia Acotada, tenemos que

/ / = lim hn < liminf/ fn-
n—od n—oo E

Tomando el supremo sobre h, se obtiene

n—oo

f < hmmf/ .

Teorema 16. (de Convergencia Monétona). Sea {fn} una suce-
sion no decreciente de funciones medibles. Sea f = lim f,,. Entonces

[ = [ 5.

Demostracion. Por el Lema de Fatou,

[ 7 < it [ 1.
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Puesto que f, < f para cada n € N, entonces [ f, < [ f y por lo
tanto
limsup/fnﬁ /f. |
n—oo

Corolario 17. Sea {un} una sucesion de funciones no negativas y
medibles. Si

o oo
f = Zun entonces /f = Z/un
n=1 n=1

Definicién 18. Una funcién f no negativa se dice que es integrable
sobre el conjunto F, si

/Ef(x)dx < o00. O

Proposicion 19. Sea f una funcién no negativa e integrable sobre E.
Para cada € > 0 existe § > 0 tal que si A C E satisface m(A) < 6,

entonces
/ f < e
A

Demostracion. Para cada n € N, sea f, = min{f,n}. Entonces
lim [, fn = [, f. Por lo tanto, existe N tal que [.(f — fn) < €/2.
Sea d =¢/2N. Si A C E es tal que m(A) < 4, entonces

/Af - /A<f—fN>+/AfN < /E<f—fN>+Nm(A> cen
e

menor que €/2
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63. Integral General de Lebesgue.

Sea f:R — RU { + oo}. Escribamos

fH(z) = max{f(m),O} y f(x) = max{ —f(x),O}.

Entonces se cumple que
f=rr=fr v M=+

Definicién 20. Una funcién medible f:R — R U { + oo} se dice que
es integrable sobre E, si fT y f~ son funciones integrables sobre E.

o= for

Definicién 21. Sea 1 < p < 0o. Sea F un conjunto medible. Mediante
LP(E) se denota el conjunto de todas las funciones f:E — RU{+ o0}
tales que [}, |f|P < oo. Decimos que { f,} converge a f en LP(E) si se

En este caso,

cumple que [ |f — fu|? — 0 siempre que n — oco. 0O

Proposicion 22. Sean f y g dos funciones integrables sobre E. En-
tonces se cumplen los siguientes enunciados.

(a) cf esintegrabley [,cf =c [, [.

(b) fE(f+g) :fEf+ng~
(c) Si f < g para casi toda x € E, entonces [, f < [, g.

(d) Si A y B son conjuntos medibles y disjuntos, entonces

! =L
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Teorema 23. (de Convergencia Dominada). Sea g: E — R una
funcion integrable. Sea { fn} una sucesion de funciones medibles tales
que |fn] < g en E. Suponga que f(x) = lim f,(z) para casi toda

xr € FE. Entonces
/ f = lim fn

Demostracién. Puesto que |f| < g, entonces f es integrable. Puesto
que la funcién g — f,, es no negativa, entonces

/Eg—/Ef = /E(g—f) < liggi(gf/E(g—fn) =/ _hinfip/ fn-

Por lo tanto limsup [ gfn < 1) - Repitiendo el mismo argumento con
g+ fn, se obtiene que [, f < liminf [, f,. B

Ejercicio 24. Sea ¢ > 0. Sea f una funcién integrable sobre E.
Pruebe que existen funciones g escalén y h continua tales que

/E’f—9!<€ y /E!f—h]<e.

§4. Convergencia en Medida.

Definicién 25. Una sucesién { fn} de funciones medibles, se dice que
converge a f en medida, si para cada € > 0 existe N tal que n > N
implica

m{z 1 |f(z) = fulz)| > €} < e O

Ejercicio 26. La sucesién { fn} converge en medida a f si y solo si
para cada € > 0

lim m{x Cf(x) = fal2)] 2 6} =

n—oo
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Ejercicio 27. Sea { fn} una sucesién de funciones integrables con
dominio [0,1]. Suponga que [|f,] — 0. Demuestre que la sucesién
{ fn} converge a cero en medida.

Solucién. Sea e > 0. Sea E,, = {z : |f,(z)| > €}. Entonces

n 1
m(E,) < / [fn ()] dr < —/|fn| — 0 cuando n —oo. 1
En € €

Proposicion 28. Sea {fn} una sucesion de funciones medibles que
convergen en medida a f. Entonces existe una subsucesion { fn(k)}
que converge a f para casi toda x.

Demostracién. Dado j € N, existe IV; tal que n > N; implica

1 1

m{z : [f(2) = fal@) 2 55} < 55

Sea E; = {z : ]f(x)—fNj($)| >1/27}. Sea A = ﬂ U E;.

k=1 j=Fk

Entonces fx, () — f(x) para cada x ¢ A. Nétese ahora que

m(A) < m<UEj) < S m(E) < 2k1+1 =0
j=k j=k

cuando k£ — oco. 11
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§5. Lema de Riemann-Lebesgue.
El siguiente resultado se conoce como el Lema de Riemann-Lebesgue.

Teorema 29. Sea ¢:[0,1] — R una funcién continua y periédica de
periodo 1. Suponga que fol ©(t) dt = 0. Entonces para toda funcién
integrable f:[0,1] — R, se cumple que

1
lim [ f(t)e(nt)dt = 0.

n—oo

0

Demostraciéon. Supongamos primero que f es continua. Para toda
e > 0 existe n € N tal que para cada par z,y € [0, 1] tal que |z —y| <
1/n, se cumple que |f(x)— f(y)| < e. Por lo tanto, paracadal < j <n
y cada t € [j — 1, 7], se cumple que

7 - £(2)] < e

n

1 J
Sea K = [|p(t)|dt. Para cada 1 < j < n tenemos [
0 i~

j 1f(%)<p(t)dt =0

y por lo tanto, uniformemente en j,
J ; j . .
J
[ iGyewd] < [l - s < xe
—1

J Jj—1

Entonces,

1

\ [ sayeton dt' <

=1 .
0 J J

n

SEES

n

/jf(f)go(t) dt‘ < Ke.
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En el caso de que f es solamente integrable pero no necesariamente
continua, sea h una funcién continua tal que [|f — h| < e. Entonces

1

| [ swtnn i < rso<>|/| (t) - ym]/ plnt) dt

0<tL1
0

y la ultima integral tiene a cero cuando n — oco. N

Ejercicio 30. Sea A C [0,27] un conjunto medible. Pruebe que

lim cosnr dr = 0.
n—oo A

Ejercicio 31. Suponga que {nk} es una sucesion creciente de enteros
positivos y F es el conjunto de todas las x € (—m,m) tales que la
sucesion {sen nkm} es convergente. Demuestre que E es medible y
tiene medida de Lebesgue igual a cero.

Solucién. Para cada x € (—m, 7) sean

fi(z) = likminf sen(nyx) y fa(z) = limsup sen(ngx).
o k—oo

Entonces f; y fo son medibles. Por lo tanto, fo — f; es medible. Por
lo tanto,

E={z: fo— =0}

es un conjunto medible. Para cada x € F, sea f(z) = f1(z). Entonces,

/ f? = khrn 5 (1 —cos2nyx) do = —m(E).

Por otro lado,

0 < /f2 = lim/f(x)sennkxda: =0
E k—oo Jp
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ya que f es medible y acotada y por lo tanto integrable. B

66. Ejercicios.

Ejercicio 32. Construir un conjunto abierto E que sea denso en R y
tal que

/Q:ZXE(:U) dr < oo.
R

Ejercicio 33. Sea f:R — R una funcién integrable. Pruebe que

m{z : |f(z)| >n} = 0(%) cuando n — oo.

Solucién. Supondremos que f(z) > 0 para cada x € R. Para cada
n € N sea E, = {z : f(z) > n}. Entonces

Sea

{f(iﬂ) st f(x) <n
0 sif(x)>n.

El Teorema de Convergencia Mond6tona implica que

Lo fn

Ejercicio 34. Sea p > 0. Suponga que |f(z)|P es una funcién inte-

cuando n — oo. 1

grable. Pruebe que

m{z :|f(z)] > A} = o(+), cuando A — oo.
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Demuestre que el reciproco de esta afirmacién no se cumple.
Ejercicio 35. Sea f:[0,1] — R una funcién medible que toma valores
positivos. Suponga que para cada y > 0, se cumple
1

m{z: f(z) >y} < "l
Pruebe que f es integrable.
Ejercicio 36. Suponga que p > 0. Sea f:E — R una funcién
integrable. Sea E\ = {z : [f(z)| > A}. Suponga que m(E)) =
O(1/AP). Sea E C R un conjunto de medida finita. Pruebe que
|f(z)]? es una funcién integrable para cada 0 < ¢ < p.

Ejercicio 37. Sea f(z) integrable. Sea ¢, = m{z : |f(z)| > n}.

o0
Demuestre que Z O < 00.

n=1

Solucién. Sin perder generalidad, supondremos que f > 0. Para cada
A>0sea Ay = {z : f(z) > A} de modo que ¢, = m(A4,). Si A >0
entonces [ f > Am(Ay). Con A =1 se deduce que @1 = m(A4;) < co.
Por otro lado,

Zn'm(An\AnH) < /f < .
n=1

Puesto que los dos conjuntos A, 11 C A, tienen medida finita (< 1),
entonces m(A, \ Ant+1) = m(A,) — m(A,+1). Por lo tanto

Z"'(SOn—SOnH) = 1'(901—902)+2'(902—<P3)+3'(<P3—904)+---
n=1

Simplificando la iltima suma se obtiene el resultado. W
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Ejercicio 38. Sea f:[0,1] — R una funcién integrable. Demuestre
que f(x) = 0 para casi toda = € [0, 1] suponiendo que [, f = 0 para
cada

(a) conjunto E C [0, 1] medible,

(b) conjunto E C [0, 1] abierto.

Solucién de (a). Sea o > 0. Supongamos que existe un subconjunto
E C [0,1] tal que mE > 0 y con la propiedad de que para cada x € E
se cumple que f(z) > a. En este caso

/fZ/a:oz-mE>0.
E E

Puesto que esto contradice la hipdtesis del problema entonces dicho
conjunto F no existe. Concluimos entonces que cada uno de los con-
juntos E,, = {z: f(z) > 1/n} tiene medida cero. Por lo tanto

o0

m{z: f(z) >0} = m( U E,) < ZmEn = 0.
n=1 n=1
Por lo tanto f(z) < 0 casi siempre. El mismo argumento con —f en
lugar de f muestra que f(z) > 0 casi siempre. Por lo tanto f(z) =0
casi por doquier. i

Ejercicio 39. Sea f:R — R una funcién integrable. Sea a > 0.
Pruebe que para casi todo x € R

lim f(nz)

n—oo N

= 0.

Solucién. Podemos suponer que f > 0. Por lo tanto

/ifff) do = iln%/ﬂm:)dx = /f(a:)da:-i_ojlnia. '
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Ejercicio 40. Sea f: R — R una funciéon medible, periédica de
periodo 1. Suponga que fol |f| < co. Pruebe que para casi todo z € R

lim f(nz) =

n— 00 n2

Ejercicio 41. Sea {fn} C LY(R). Suponga que existe f € L}(R) con
la propiedad de que para cada n > 1

n

+oo 1
/ Fal) — F(B)] dt <

Demuestre que f,, — f casi en todas partes.

Ejercicio 42. Sea f:]0,1] — (0,00) una funcién integrable que toma
valores positivos. Sea a € (0,1]. Pruebe que

i%f{/Ef}>0

en donde el infimo se toma sobre todos los conjuntos medibles E para
los cuales m(E) > a.

Solucidén. Supongamos que el infimo es igual a cero. Entonces existe
una sucesién {E,} de subconjuntos de [0,1] tales que m(E,) > a'y
ademas

f< s

En 2n

Sea A, = {z € E, : f(z) <1/n}. Sea B, = E,, \ A,,.. Entonces

1
3>/fz f > Sm(B).
2n En Bn, n
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y por lo tanto m(A,) = m(E,) — m(B,) > «/2. Sera suficiente si

A* = limsup A,, tiene medida positiva. En efecto, si x € A* entonces
n—oo

f(x) < 1/n para una infinidad de valores de n € N. Por lo tanto,
f(x) = 0 para cada x € A*. Para mostrar que m(A*) > 0, nétese que
por el Teorema de la Convergencia Acotada, se cumple que

P 1
m(A*) = lim [ supxa, > limsup/XAn > %, n

n—=oo J k>n n—o0

0 0
Ejercicio 43. Sea { fn} C L2 una sucesién de funciones ortogonales, es
decir, [ f, fm = 0 siempre que m # n. Sea oy, (z) = f1(x)+- -+ fn(x).
Pruebe que

) . 1
si lim —
n—oo n2

Z If;]l3 = 0 entonces o,(z) — 0 en medida.
Jj<n

Ejercicio 44. Construya una sucesién de funciones que converge en
cada punto de un intervalo I, pero que diverge en L2(I).

Ejercicio 45. Construya una sucesién de funciones que diverge en
cada punto de un intervalo I, pero que converge en L2(I).

Ejercicio 46. Suponga que { fn} es una sucesién de funciones que
convergen a f en LP. Sea q tal que (1/p) + (1/q) = 1. Sea g € LY.
Pruebe que

1

lim [ fu(x)g(x) do = / f(2)g(x) da.
0

n—oo

0

Ejercicio 47. Sea p > 1y sea f € LP(R). Para cada = € R sea

F(x) =

O—y

F(t) dt.
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1
Pruebe que F(z 4+ h) — F(z) = o(|h|'"?) cuando h — 0.
Ejercicio 48. Sea g:R — R una funcién integrable no negativa. Sea

f:R — R una funcién medible y acotada que satisface f(z) > 1 para
cada z € R. Suponga que

/Rf"géM

para cada n € N. Demuestre que g(z) = 0 para casi toda = € R.

Ejercicio 49. Sea f € L1[0,1]. Pruebe que

li
h—0

m /‘f(a:—l—h)—f(x)‘dac = 0.

Ejercicio 50. Sea f:[0,1] — R una funcién continua tal que f(0) =0
y f'(0) existe. Pruebe que

% e L'o,1].

Ejercicio 51. ;Para qué nimeros reales o se cumple que la funcion
fa(t) = t* et pertenece a LP(0,00)?

Ejercicio 52. Sea f € L!'(R). Suponga que para cada conjunto

\/Ef\ < m(E).

Pruebe que |f(z)| <1 para casi todo = € R.

medible F, se cumple
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Ejercicio 53. Sean f y g dos funciones en L*(R) tales que f(z) >0y
g(x) > 0 para casi todo = € R. Pruebe que para cada e positivo existe
0 tal que para todo conjunto medible A,

/g <9 implica /f < e
A A

Ejercicio 54. Sea ¢:[0,1] — R una funcién medible. Suponga que
Jgf = 0 para cada funcién continua f : [0,1] — R. Pruebe que
g(x) = 0 para casi toda z € [0, 1].

Ejercicio 55. Suponga que f,(z) — f(z) para casi toda = € [0,1].
Suponga que para cada € > 0 existe § > 0 tal que m(FE) < § implica
J5 1fnl < €, para cada n € N. Pruebe que fol |f — fu| — 0 cuando
n — oo.

Ejercicio 56. Sea f:[0,1] — R una funcién medible. Pruebe que
existe una sucesion {pn} de polinomios, tal que p,(z) — f(z) para
casi todo x € [0, 1].

Ejercicio 57. Suponga que f(z) tiene derivada continua en [—1,1].
Pruebe que

+1 +1
— A — f(—
Jim / 1C¥ (@) dz = / W@
-1 -1

Solucidén. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que f(z) es
impar. Entonces

+1 +1

+1
/ﬂf(m)dx—/wdxz— Mcos)\xalgc—>0.
—1 —

T i T

—1 1
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En efecto, puesto que f/(x) es continua, entonces existe M > 0 tal que
|f(z)] < Mz, para cada x € [0, 1], y por lo tanto f(x)/z es integrable.
|

enx

M_I e

oo
Ejercicio 58. Pruebe que /
0

Sugerencia. Puesto que

sen(n+ 1/2)x
2sen z/2

1
(59) §+cosx—|—0052x+~~+cosn:c =

entonces

T

g = /sen(n—i—%)m i—x—l—/g(x)sen(n—i—%)x dx
0 0

1 1

en donde g(z) = Tsenz2 1

oo
1
Ejercicio 60. Pruebe que E — = —.
n

Sugerencia. Sea n = 2m + 1. Multiplique la ecuacién (59) en el
ejercicio anterior por x e integre sobre [0, 7| para obtener

T

2 i T 3
— —sen(m + =)z dz.
4 T;) om + 1 O/2senx/2 ( 2)
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Capitulo 5

ANALISIS FUNCIONAL

§1. Espacios Métricos.
Definicién 1. Una métrica (o distancia) en un conjunto S es una
funcion p:S x S — R que satisface las siguientes condiciones.
(a) Para cada par x,y € S se cumple que p(z,y) > 0.
(b) p(z,y) =0siysdlosiz=uy.
(c) Para cada par x,y € S se cumple que p(x,y) = p(y, x).
(d) Para cada x,y,z € S se cumple que p(z,2) < p(z,y) + p(y,2). O
Definicién 2. Sea E un espacio lineal real o complejo. Una norma en

E es una funcién || - [|: E — [0,00) tal que se cumplen las siguientes
condiciones.

(a) ||z|] =0siy sélosixz=0.
(b) Para cada z € E y a escalar, ||az|| = |a| - ||x]|-
(c) Para cada par z,y € E, se cuample ||z + y|| < ||=|| + ||y||. O
Si || - || es una norma definida en el espacio lineal E, entonces
p(z,y) = ||z — y|| es una métrica en E.
Ejemplo 3. En R" la siguiente es una norma

1

” 2
l|x|| = {Zm?} en donde = (x1,...,25). O

J=1
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Ejemplo 4. El espacio de todas las sucesiones se denota mediante w.
Es claro que w es un espacio lineal con la suma y el producto escalar
definidas coordenada a coordenada. Aunque no hay una norma 1til en
w, la siguiente formula define una métrica en w:

1z -yl r= s
o(zy) = — . JIL on donde
( ;21 1+ |z — y;] y={yj},_,- O

Ejemplo 5. El espacio de todas las sucesiones acotadas, se denota
mediante /.. La norma uniforme en /., estd dada por

||z[| = sup|a;|. O
J

Ejemplo 6. Sea 1 < p < oo. El espacio ¢, consiste en el conjunto de

. [o.@]
todas las sucesiones x = {xj}j_l tales que

o
= ::{Zmrp} < .
j=1

En particual ||z||, es una norma en ¢,. 0

Ejemplo 7. Sea S un espacio métrico. Mediante C'(S) se denota el
espacio de todas las funciones continuas f:S — R. Si suponemos
que S es compacto, entonces el espacio lineal C(S) admite la siguiente
norma uniforme

IfI] = sup|f(z)].
zeS

Sea { fn} C C(S) con S compacto. Si { fn} converge segun la norma
uniforme a f, entonces f € C(S). D



Pagina 88

Ejemplo 8. Sea 1 < p < co. Sea A C R un conjunto medible de
numeros reales. El espacio LP(A) que consiste en el conjunto de todas
las funciones medibles f tales que

1
1l o= {/A|f|p}” < %

es un espacio normado. Notemos que aqui no se distingue entre fun-
ciones que difieren sélo en un conjunto de medida cero. En LP(A), se
cumple la siguiente desigualdad de Holder

1 1
/\fgl < I71l» lgllq en donde -+ - =1
A p q

y también la desigualdad de Minkowski ||f + gl|, < ||fll, + |lgllp- O

Definicién 9. Una sucesién {z, } en un espacio métrico (5, p) se dice
que es una sucesion de Cauchy, si para todo € > 0, existe un ntmero
N tal que p(z,,x,) < € siempre que m,n > N. [

Ejercicio 10. Sea {scn} una sucesién de Cauchy en el espacio métrico
(S, p). Demuestre las siguientes afirmaciones.

(a) {xn} estd acotada, es decir, existen y € S y M > 0 tales que
p(xn,y) < M para cada n € N.

(b) Si alguna subsucesién de {x, } converge a x, entonces la sucesién

completa {xn} también converge a x.

Definicién 11. Un espacio métrico (.5, p) se dice que es completo, si
toda sucesion de Cauchy {xn} C S converge a un elemento de S. 0

Definicién 12. Un espacio normado completo, se llama espacio de
Banach. 0O
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El espacio C(S) del Ejemplo 7 es un espacio de Banach. Sea
1 < p < oo. Los espacios £, son espacios completos y por lo tanto son
espacios de Banach. Més adelante probaremos que los espacios LP(A)
también son espacios de Banach.

Para la demostracion del siguiente teorema, escribiremos B(x,r)
para denotar el conjunto de todas las y € S tales que p(y,x) < r.

Teorema 13. Sea (S, p) un espacio métrico completo y sea {Fn} una
sucesion de conjuntos cerrados de S tales que

oo

Ur =5

n=1
Entonces existe F,, € {Fn} cuyo interior es no vacio: int(F,) # (.
Demostracion. Sin perder generalidad podemos suponer que

m—1
F, ¢ U F, para cada m € N.
n=1

Si existe un m tal que |J,_, F,, cubre a un conjunto abierto, no
. . —1
vacio O, mientras que U:anl F,, no cubre a O, entonces

m—1 N
on ( nL_Jl Fn>

es no vacio, es abierto y estd contenido en Fj,. Por lo tanto, si
int(F,) = () para cada n, entonces se deduce que

int( U Fn> =0 para cada m € N.

n=1
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Probaremos que bajo esta situacion, es imposible que U;O:l F, =5.
Noétese primero que si F' es un subconjunto de .S, entonces

x € int(F) implicaque Je >0 tal que B(x,¢) C F.

En caso de que int(F') = (), entonces para toda x € S'y € > 0 se cumple
que B(z,e) N F # () y en particular F # ().

Sea x1 un elemento cualquiera de ﬁl. Sea 0 < €1 < 1 tal que
B(lL‘l,El) C ﬁl.

1
Sea x5 € B(.rl, 62 ) \ (F1UF;) ysea0<e < 3 tal que

B(IL‘Q,EQ) C B(Il, 62 ) \ (Fl U FQ)

En general, si ya hemos obtenido los elementos x1,22..., 2,1 €Sy
los niimeros rales positivos €1, €s,...,€,_1, sea

Ty € B(:z:m_l, Em 1 ( U Fn)

n=1

1
y sea 0 < €, < — tal que
m

B(wm,em) C B(zm- 17€m 1 (Q >

De esta manera hemos definido una sucesion { a:n} C S y una sucesién
{en} de nimeros reales. La sucesion {:z:n} es de Cauchy, puesto que
si p,q > m, entonces z,,z, € B(Zm,€n/2) y por lo tanto p(z,, z4) <
1/m. Puesto que (S, p) es completo, entonces existe z € S tal que
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limz, = x. Afirmamos que x no pertenece a U;O:l F,,. Para cada m,
el conjunto {xn tn > m} esta contenido en el conjunto cerrado

B(wm,%m) = {y (T, y) < %m}

Por lo tanto x € B(Z,, €m/2). Puesto que

B(wm,%n) C B(zm,em) C (6 Fn>

n=1

~
Y

o0
entonces x ¢ U F,. 1

n=1

Definicién 14. Un conjunto B tal que la cerradura

B = ﬂ C (en donde C' es cerrado)
BCC

tiene interior vacio (int(B) = ), se dice que es denso en ninguna parte.
]

Definicién 15. Un conjunto C que es la unién numerable de conjuntos
densos en ninguna parte,

C = U B, con int(B,) = 0 paratoda n € N,
n=1

se dice que es de la primera categoria. Un conjunto D se dice que es
de la segunda categoria, si no es de la primera categoria. 0

Teorema 16. (Baire). Todo espacio métrico completo es de la se-
gunda categoria.
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Proposicién 17. Existen funciones f : [0,1] — R continuas y no
diferenciables en ningiin x € [0, 1].

Demostracién. Sea C10,1] el conjunto de todas las funciones con-
tinuas definidas en el intervalo [0,1]. Este espacio estd dotado de la
norma uniforme

IfIl = sup |f(z)].
0<z<1

Para cada n € N, sea D,, el conjunto de todas las f € C[0, 1] para las
cuales existe x € [0,1—1/n] tal que |f(u)— f(z)| < n(u—z) para cada
u € [z,1]. Nétese que si f € C0,1] tiene derivada en algun x € [0, 1],
entonces f € D,, para algin n suficientemente grande.

Para probar que cada D,, es cerrado en C|[0, 1], suponga que { fk}
es una sucesién de elementos de D,, que converge a f € C[0,1]. Para
cada k € N, sea x, € [0,1 — 1/n] que hace que fi € D,,. Puesto que
[0,1 — 1/n] es compacto, entonces existe una subsucesién {xk(j)} que
converge a x € [0,1 — 1/n]. Es ficil ver que

jli{go fei) @riy) = fl2).
Entonces

[f(w) = fl@)l = lim |fii) (W) = frip) (@rip)

< limsupn|u — zi;)| = nlu — x|
Jj—00

y por lo tanto f € D,,.

Probaremos ahora que int(D,) = (). Sea f € C[0,1] y € > 0.
Entonces f es uniformemente continua y por lo tanto existe 6 > 0 tal
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que |f(u) — f(v)] < €/2 siempre que |u —v| < §. Sea M un entero

positivo tal que
1

) €
YV < min ((5, %)
Para j = 0,1,...,2M, sea z; = j/2M. Defina g € C[0,1] como la
funcion lineal a trozos tal que

f(xj) —

% si j es par,
g9(z;) = ]
fz;)+ 3 si j es impar.

(Localmente g es una funcién lineal en cada intervalo cerrado [z, ;1]
para j =0,1,...,2M —1).

Afirmamos que g € B(f,€). En efecto, sea x € [0, 1]. Existen el
entero j y el nimero real 0 < a < 1 tales que = az; + (1 — a)zj41
de manera que

Por lo tanto

[f(z) —g(@)| < alf(x) —g(z;)]+ (1 —a)lf(z) —g(zj41)] < e
Para ver que g ¢ D,,, nétese que la pendiente de g en cada intervalo
[, j41] es

€ €
|f(2j41) = 5~ flxj) — 5‘

Tjt1 — T = QM(E_ | f(@j41) —f(ﬂﬁj)!) > n.

Esto prueba que D,, no contiene ninguna vecindad de ningin punto
en C[0,1], esto es, int(D,,) = (. El subconjunto B C C[0,1] de las
funciones que tienen derivada en algin x € [0, 1], estd contenido en la
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ez . oo oo
union de los D,,, es decir B C Un:1 D,,. Puesto que Un:1 D,, es de la
primera categoria, entonces B también es de la primera categoria. l

§2. Espacios Normados.

Definicién 18. Sean E y F' dos espacios normados bajo un mismo
campo de escalares. Un operador lineal T': E — F' es una transfor-
macién lineal entre estos dos espacios. 0

Teorema 19. Sea T': E — F un operador lineal. Los siguientes
enunciados son equivalentes.

(a) T es continuo.

(b) T es continuo en un punto.

(c) T es continuo en 0.

(d) Existe M tal que para cada x € E se cumple que ||Tz|| < M]||x||.

Demostracién. Es claro que (a) implica (b). Para probar que (b)
implica (c) supongamos que T es continua en xy € E. Entonces

Ve 36 @ ||z —xol| <9 = |[|[Tx—Txol| <e.
Ahora bien, si ||z|| < d, entonces
[Tz = TO|| = |[Tx|] = [[T(xo —2) = Txol| < ¢
pues ||(xg — ) — xo|| = ||z|| < . Por lo tanto T es continuo en 0.

Probaremos ahora que (c) implica (d). Puesto que T' es continuo
en 0, entonces existe § > 0 tal que ||Tz|| < 1 siempre que ||z|| < .
Sea M = 2/§. Para toda z € E se cumple que

ox
2|[x]|

H ox

<6 y por lo tanto HT
2] ’ (

)H < 1
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2
Se concluye ahora que ||Tz|| < g||a:|| = M||z||.

Finalmente probaremos que (d) implica (a). Sean z,y € E. En-
tonces

[Tz —Tyl| = [[T(xz—y)ll < Mllz—yl <e

siempre que ||z — y|| < €¢/M. Vemos entonces que de hecho, T es
uniformemente continua. W

Definicién 20. Si T': E — F es un operador lineal que cumple
la condicién (d) del teorema anterior, entonces se dice que T es un
operador acotado. En este caso escribimos

|T|| = inf{M : ||Tz|| < M||z|| para cada xEE}. 0

Teorema 21. Si T:FE — F es un operador lineal acotado, entonces
||T|| es igual a cada una de las siguientes expresiones:

1Tl = sup {|ITw| : ||zl = 1},

1Tl = sup {|[Tal| « |la]l <1},

[Tz
]|

IT]ls = sup el # 0},

Demostracién. Es claro que ||T||1 < [|T]]2. Si|lz]| < 1y x # 0,
entonces

T[] <

Tomando el supremo, se obtiene ||T||2 < ||T||3-
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Si x # 0, entonces

T
= TGl aaemss [l = 1
] le] el

Por lo tanto ||T||5 = ||T|];.
En resumen |[|T'|[y < [|T|2 < |[T|[3 = [|T']]x

Ahora bien, puesto que para todo = € E se cumple la desigualdad
|| Tz|| < ||T|s||x||, entonces ||T'|| < ||T||s. Por otro lado, si M > ||T|,
entonces ||Tz||/||z|| < M siempre que z # 0y por lo tanto ||T'|[3 < M.
Tomando el infimo sobre tales M obtenemos que ||T|[s < ||7|| . N

Definicién 22. Mediante L(E, F’) se denota el conjunto de todos los
operadores lineales acotados T': E — F'. Este conjunto es un espacio
lineal con las siguientes operaciones:

(T +To)r = Th(x) + Ta(x) vy (aT)xz = aT(z), a escalar. [

Teorema 23. Si ||T|| es como en la Definicién 20, entonces ||T|| es
una norma en L(E, F).

Demostracién. Suponga que T y T3 son elementos de L(E, F'). Para
cada x € F, se cumple que

(T +T2)z] = [|Ti2 + Toal| < [|Tval|+||Toxll < [l2ll (1 T2l + (| Z211).
Por lo tanto (Th + 1) € L(E, F) y ademas ||Ty + To|| < ||T1|| + ||T2]]-

Supongamos ahora que T' € L(E, F) y a es un escalar. Para cada
x € E se cumple que

|aTz|| = lal [|Tz]| < al [[T]] |||
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Por lo tanto «T € L(E,F) y ademés |[aT|| < |a| ||T||. Si a # 0,

entonces 1 1
Il = |7 a7]| < iller

de modo que |al ||T|| = [|aT]||.- ®

Definicién 24. La topologia en L(E, F') derivada de la norma || - || se
llama la topologia uniforme en el espacio de operadores. Ademss || - ||
se llama la norma uniforme. 0O

Definicién 25. La serie infinita
(o]
(26) >
j=1

con términos x; € E converge a x € F si para cada € > 0 existe K tal

que k > K implica
k
Hx—ij < €.

j=1

Decimos que la serie (26) converge absolutamente si ademas se cumple

o
> el < o0. D
j=1

que

Teorema 27. Un espacio normado E es de Banach, si y solo si cada
serie absolutamente convergente en E, converge a un elemento x € F.

Demostracién. Supongamos que

o0
E xj, con x; € F,
j=1
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converge absolutamente. Entonces las sumas parciales forman una
sucesion de Cauchy. En efecto, si K es tal que

o0
>zl < e
j=K

entonces p > q > K implica que

HZ% > wil| = HZ%H< 3 sl < e

= Jj=q+1

Puesto que E es completo, entonces existe x € E, que es el limite de
la serie infinita.

Supongamos ahora que F es un espacio normado en el que toda
serie absolutamente convergente, converge en E. Sea {xn} C E una
sucesion de Cauchy. Formemos ahora la siguiente subsucesion {yj}
de {z,}. Para cada j € N, sea n(j) tal que n(j) > n(j — 1) y si
p,q > n(j), entonces ||z, — z4|| < 1/27. Sea y; = ;). La serie

(Yo —y1) + (y3 —y2) + - -

converge absolutamente pues

1
lyj+1 —y;ll < 551"

La enésima suma parcial de esta serie es igual a y,,+1 —y1. Por lo tanto,
si esta serie converge a y, entonces {yn} converge a y+1y;. Como {xn}
es de Cauchy, entonces también {xn} converge a y +y;. 1

Teorema 28. Sean E un espacio normado y F' un espacio de Banach.
Entonces L(E, F') es un espacio de Banach.
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Demostracién. Suponga que la sucesién {Tj} C L(E,F) es tal que
Z |7;]| < co. Para cada « € E tenemos

oo o]
S Tzl < |2l D I1T5] < oo
j=1 =1

Por lo tanto existe Tz € F' tal que

i Tix = Tx.
j=1

Es claro que Tz es lineal. La funcion T' es acotada, pues
o0
1T <[] > NITy1].
j=1

Para verificar que la serie g T; converge a T, sea ||z|| < 1. Entonces

k oo
HTm—ZzjH < Z I|T5]] < €
j=1

j=k+1
siempre que k£ > K. Tomando el supremo sobre todas las ||z|| < 1
vemos que

k
Hjﬁ—-izjly
j=1

< € siempre que k£ > K. 1

Teorema 29. (Riesz-Fisher). Sea 1 < p < co. Los espacios LP son
completos.

Demostracién. Probaremos que toda sucesién { fn} C LP absoluta-
mente convergente, converge a un elemento de LP. Supongamos pues
que

SOUfull = M < oo

J=1
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Sea

@) = Y Ifu(@)].
k=1

Por la desigualdad de Minkowski, tenemos que

lgnll < D IIfll < M.
k=1

Por lo tanto

/|gn‘p < MP.

Para cada x, la sucesion {gm(x)} es no decreciente y por lo tanto,
converge a un numero g(z) € RU {oo}. La funcién g es medible y
puesto que g, > 0, entonces

/gpéMp

por el Lema de Fatou. Por lo tanto gP es integrable y ¢ es finita para
casi toda .

Para cada z tal que g(z) es finito, la serie

su(@) = 3 fiula)
k=1

converge absolutamente a un nimero s(x). Sea s(x) = 0 para cada x
tal que g(x) = co. Para cada n € N se cumple que s, (x) < g(z) y por
lo tanto s(z) < g(z). Se deduce que s € LP y tenemos

50(2) — s(@)P < 2°[g(x)]".
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Puesto que 2PgP es integrable y |s,(x) — s(z)|P converge a cero para

/|sn—s]p — 0

por el Teorema de Convergencia Dominada. Por lo tanto ||s,, —s|| — 0

casi toda x, entonces

cuandon — oco. 1

§3. Extensiéon de Funcionales.

Definicién 30. Un operador f de un espacio normado en el campo
de escalares, se llama una funcional en E. El conjunto de todas las
funcionales en F, se llama el espacio dual de F y se denota E*. El
espacio dual de un espacio normado es siempre un espacio de Banach.
0

Definicién 31. Sea E un espacio lineal real. Una forma sublineal es
una funcién p: E — R tal que p(az) = ap(x) siempre que a > 0 y tal
que para todo z,y € F, se cumple

plx+y) < p(x)+ply). O

Ejemplo 32. Una norma en E es una forma sublineal. Las funcionales
lineales también son formas sublineales. [

Teorema 33. (Hahn-Banach). Sea p una forma sublineal definida
en el espacio lineal real . Sea f una funcional lineal definida en el
subespacio F' C E tal que f(z) < p(x) para toda x € F. Entonces
existe una funcional

f:E—>R

que satisface las siguientes propiedades.

(a) f(z)= f(z) para cada z € F.
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(b) f(z) < p(x) para cada x € E.

De este modo, f es la extension de f a todo el espacio F. Esta
extensiéon estd dominada por la forma sublineal p.

La demostracién del Teorema de Hahn-Banach depende del Lema
de Zorn, el cual es una de las formas equivalentes del Axioma de
Eleccion de la teoria de los conjuntos.

Definiciéon 34. Sea A una coleccion de conjuntos. Una subcoleccién
B C A se llama una cadena, si para cada A, B € B se cumple que
A C B obien B C A.

Un conjunto A € A se llama maximal, si no existe B € A, B# A
tal que A C B.

Un conjunto A € A se llama minimal, si no existe B € A, B # A
tal que B C A. O

Lema 35. (de Zorn). Sea A una coleccién de conjuntos.

(a) Sipara cada cadena B C A el conjunto
U B
BeB

pertenece a A, entonces A contiene un elemento maximal.

(b) Si para cada cadena B C A el conjunto
(B
BeB

pertenece a A, entonces A contiene un elemento minimal.
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Ejemplo 36. Sea A = {(O,r) 0<r< 1}. Sea B = A. Es claro que
B es una cadena. El conjunto

U B =01 ¢A

BeB

También es cierto que A no contiene un elemento maximal.

Demostracion del Teorema 33. Usaremos el Lema de Zorn para
obtener una extensién maximal de f. Si el dominio de esta extension
no es todo F, entonces todavia se puede obtener una extension aun
mayor.

Sea A la coleccién de todos los subconjuntos de E X R que son de
la forma

G,g] = {(m,g(m)) : xGG}

en donde GG es un subespacio que contiene a F'y g es una funcional
lineal en G que satisface la condicién (a) de teorema, asi como la
desigualdad (b) para todo x € G. El conjunto [G, g] se llama la grafica
de g. Nétese que [F, f] € A de modo que A # ().

Sea B una cadena en A. Sean [G,,ga] ¥ (G, 93] elementos de la
cadena B. Supongamos que [Gq,g.] C [Gg,gp]. En este caso, para
cada x € G, se cumple que (ac,ga(x)) € [Gg, gp]. Esto implica que
G, es un subespacio de Gg y que gg es una extensiéon de gq.

Es facil ver que
G =|]JGa
B

(la unidn es sobre todas las « tales que [Gq, go] € B) es un subespacio
de E. Podemos ahora definir la funcional

9:G—=R
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mediante g(z) = go(x) en donde « es cualquier indice tal que x € G,.
También es facil comprobar que

G, 9] = | [Ga 9a]
B

(la unién de todos los elementos de B). Puesto que [G, g] € A, el Lema
de Zorn implica ahora que A contiene un elemento maximal [E1, f].

Probaremos que F; = E. En caso contrario existe y € E \ Fj.
Para cada s > 0y x € F tenemos

2/(5) < 2(3) < p(E+w) +p(5 —v)

de modo que

Sean

A

A= inf{p(%—f—y) —f(%) : s>0},

A/ T x
a = sup{f(;) —p(;—y) : s>0}.
Entonces a < A. Sea ¢ un nimero real cualquiera tal que a < ¢ < A.
Defina la funcional f* en el espacio lineal Fs que es el espacio generado
por E; y y, mediante

fz+ty) = f(z)+ct.

Es claro que la funcional f* satisface la condicién (a) del teorema.

Para probar que f* satisface la desigualdad (b) suponga primero que
t > 0. Puesto que

x A T

c<p(3+y) - /(3)
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entonces

A~

[fx+ty) = f(z)+ct < plz+ty).

Sit <0, seas=—t. Puesto que

entonces

~ ~

ff@+ty) = f(z)+ct = f(x) —cs < plx—sy) = p(x +ty).

Puesto que f* satisface las condiciones (a) y (b) del teorema, entonces
se sigue que [Fy, f*] contiene propiamente a [E7, f], contradiciendo asi

A~

que [E7, f] sea maximal. B

El siguiente resultado es la version del Teorema de Hahn-Banach
para espacios normados.

Teorema 37. Sea F' un subespacio de un espacio normado E. Sea
f una funcional lineal acotada definida en F. FEntonces existe una
funcional lineal f en E tal que ||f|| = ||f]| v ademds f(z) = f(z) para
cada x € F.

Demostracion. Supongamos primero que E es un espacio normado
real. Sea M = ||f||. Entonces p(x) = M [|z|| es una forma sublineal
en E. También es cierto que |f(xz)] < M ||z|| = p(z). Por lo tanto
existe una extensién f de f a todo E tal que |f(x)| < M ||z|| para
cada z € E. Esto implica que ||f|| = [|f]]-

Supongamos ahora que F es un espacio normado complejo. Pode-
mos considerar a E como espacio real restringiendo la multiplicacion
por escalares al campo R. Si f es una funcional lineal en E, entonces

f(x) = fiz) +ifa(z)
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en donde f; y fo son funcionales reales de . Es facil ver que fi y fo
son ambas funcionales reales en E cuando restringimos los escalares a
R. Puesto que

fiGz) +ifaiz) = flix) = if(x) = ifi(z) - fa(2)

entonces f1(ix) = — fo(x). Por lo tanto
f@) = filz) —ifi(iz).

Supongamos que f es una funcional lineal compleja en el sub-
espacio F' C E tal que ||f|| = M. Si fi es la parte real de f en la
descomposicion anterior, entonces para cada x € F' tenemos

@) = [Re(f(2))] < [f(2)] < M|zl

y por lo tanto ||f1]] < M. Sea f; una extensién de f; a E tal que
[|f1l] < M. Defina

fx) = fi(z) —ifi(iz).

Si ||2|| < 1, sea ¢ un ntimero complejo tal que cf (z) = |f(z)| y |¢| = 1.
Puesto que f(cx) es real, entonces

[f@)] = flex) = filex) < M |lex|| = M |z||.

Esto prueba que |f(z)| < M ||z|| para todo 2 € E. Puesto que ||f|| =
M como funcional en F', entonces también ||f|| =M. B

Corolario 38. Para cada x € E, x # 0, existe una funcional lineal
continua f en E tal que ||f|| =1 y ademés f(z) = ||z||.

Demostraciéon. Sea I = {ax D a escalar} el subespacio generado
por x € E. Defina f; en F mediante fi(ax) = al|z||. Puesto que
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|f1(ax)| = |a| ||z|| = ||ax||, entonces ||f1]| = 1. Si f es una extensién
de f1 a todo E, entonces f(z) = fi(z) = ||z||. B

Corolario 39. Suponga que F' es un subespacio cerrado del espacio
normado E y que x € E\ F. Entonces existe una funcional lineal f en
E tal que ||f|| =1, f(y) =0 para cada y € F y ademé&s

= dist(z, F') = inf ||z — y||.
f(a) = dist(e,F) = inf |lz |

Demostracion. Defina f; en el espacio generado por z y F,
{am +y : aescalar, y € F},

mediante f1(ax +vy) = ad con d = dist(z, F'). Si |laz+y|| <1y a #0,
entonces 1 1
d < H:z:+—yH < —

a lal
y por lo tanto |fi(ax + y)| = dla|] < 1. Para ver que ||fi1]| = 1, sea
€e>0. Seay € F tal que ||z —y|| <d+e Siu=(z—y)/llz—1yl
entonces ||u|| = 1 y ademds

d d
= > .
le—yl| = d+e

Ji(u)
Puesto que € > 0 es arbitrario, entonces ||f1|| = 1. Por el Teorema de
Hahn-Banach la funcional f; se puede extender a todo FE.

84. Acotacién Uniforme.

Usaremos el Teorema de Baire para probar el siguiente resultado cono-
cido como el Principio de Acotacion Uniforme.
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Teorema 40. (Banach-Steinhaus). Sea {Tn} una sucesion de ope-
radores lineales continuos, de un espacio de Banach F a un espacio
normado F'. Suponga que para toda x € E se cumple que sup ||T,,z|| <
oo. Entonces sup ||T,|| < co.

Demostracién. Para cada par m,n de enteros positivos, sea Cp, , €l
conjunto de todas las x € E tales que ||T),z|| < n. Puesto que T, es
un operador continuo, entonces cada C), ,, es cerrado. Por lo tanto

también es cerrado. Puesto que sup ||T,z|| < oo para cada x € E,
entonces

Por el Teorema de Baire, alguno de estos C tiene interior no vacio. Si
xo es un punto interior de C}, entonces existe € > 0 tal que B(xq,€) =
{x : ||z —=z0|| < €} estd contenido en Cj. Por lo tanto, si ||z — x| < €
entonces ||T,x|| < k para toda n. Si ||y|| < €, entonces

| Thyll = [[Tn(y + 20) — T (o)l
< Ta(y + @o)l| + [|Tn(@o)l| < K+ [|Ta(xo)l]-
Si||y|| < 1, entonces para cada n
ITgll = LTl <+ (k+ IITuoll)

2k
y por lo tanto sup ||T,,|| < —. B
n €
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Usaremos el Principio de Acotaciéon Uniforme para probar que
existen funciones continuas cuya serie de Fourier diverge en al menos
un punto. Por lo tanto, el hecho de que una funcién sea continua no
es condicion suficiente para que su serie de Fourier converga en todas
partes.

Ejemplo 41. Consideremos el espacio C[0, 1] de funciones continuas,
equipado con la norma uniforme

fIl = sup [f(z)].

0<z<1

La enésima suma parcial de la serie de Fourier de f € C]0, 1] estd dada
en r = 0, mediante la funcional

T,:C[0,1] = R con T.(f) = gf(t)Dn(t) dt

en donde D, (t) es el nucleo de Dirichlet

sen7(2n + 1)t
senwt

D, (t) =

Para cada f € C[0, 1] tenemos que

()] < If] / D, (1)) dt

y por lo tanto, la funcional lineal 7T}, estd acotada:

1
IT,l| < /|Dn<t)|dt.
0
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Sea

+1 siDy(x) >0,
g(x) = {

—1 siDy(z)<O0.

Para cada € > 0 existe g. € C[0, 1] tal que ||ge|| = 1 y ademés g.(z) =
g(z) para toda = € [0,1] \ B en donde B C [0,1] es un conjunto de
medida menor que €/2. Por lo tanto,
1
/|Dn(t)|dt—e.
0

Se deduce entonces que ||D,|| = f | Dy, (t)| dt. Mostraremos ahora que

Tn(ge) > Tn(g) — €

1
/|Dn(t)| dt — oo cuando n — oo.
0

Puesto que senu < u cuando 0 < u < 7, entonces

/‘sen (2n+ 1)u ‘duz/w‘sen(Zn—kl)u‘du
senu u
0
@2n+1)7 (k+1)7

_ / ‘senu‘du:i / ‘senu’du
k=0 km

0

) on ) (k+1)m 5 om .
Z;Zk——kl / \senu|du:;zk—+1—>oo
k=0 ha k=0
cuando n — oo. Por lo tanto ||T},|| no estd acotada. Por el Principio

de Acotacion Uniforme, existe f € C[0, 1] cuya serie de Fourier diverge
enz=0.0
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65. Ejercicios.

Ejercicio 42. Pruebe que en un espacio de Banach toda sucesion
{xn} que converge a cero, contiene una subsucesion {aznk} tal que la
serie ) | x,, es convergente.

Ejercicio 43. Pruebe que el subespacio de todos los polinomios no
es cerrado en C[0, 1] bajo la norma del supremo ni tampoco bajo la

norma inducida por el producto interno (f, g) fo
Ejercicio 44. Pruebe que la norma del supremo || - || ¥ el producto
interno (f,g) fo t) dt definen topologias distintas en C|0, 1].

Sugerencia. Existe una sucesién de funciones { f,, } tal que || fu||oc =
1 para todo n pero (f,, fn) — 0 cuando n — co.

Ejercicio 45. Sean E y F' dos espacios normados. Sea {Tn} C
L(E,F)y sea {xn} C E. Suponga que T,, — T y que xz,, — x. Pruebe
que Thx, — Tx.

Ejercicio 46. Sea cy el subespacio de £*° que consiste de todas las
sucesiones {xn} tales que z,, — 0 cuando n — oco. Pruebe que ¢y es
cerrado en £*° bajo la norma del supremo || - ||x.

Ejercicio 47. Exhibir una sucesién divergente de elementos de ¢! que
converge en /2. Pruebe que ¢! C ¢?. Discutir la situacién con respecto
a P y ¢4 en donde p < q.

Ejercicio 48. Sea {r,} una enumeracién de los racionales en [0, 1].
Para x € [0, 1] sea
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Pruebe que f(x) es continua en cada = € [0,1]\ Q pero discontinua en
cada z € [0,1] N Q.

Solucién. Sea zp € [0,1] \ Q y sea € > 0. Sea N € N tal que
> g <
2TL
n>N

y sea § = min{|rn —xol 11 < n < N}. Entonces 6 > 0. Sea

|xr—x0| < §. Entre x y xo no existe ningun racional de la lista 71, ..., 7y
y por lo tanto
1
[fl@) = flwo)l < D 50 <«

n>N

Por lo tanto f es continua en xg.

Sea o € QN [0,1]. Entonces z¢o = r,, para algin m € N. Sea
0<e< 1/2’”. Para todo § > 0 existe N € N tal que 1/2N < 9. Por
lo tanto © = g + 1/2N es tal que 1, < z y también |z — x¢| < J, sin

embargo
1

|f(z) — f(z0)] > om > e 1

Ejercicio 49. Es imposible construir una funcién f :[0,1] — R,
continua en cada racional y discontinua en cada irracional.

Ejercicio 50. Sea 0 < £ < 1. Considere la funcional lineal F' definida
para cada z € ([0, 1] mediante

Pruebe que F' es continua bajo la norma del supremo, pero no bajo la
norma de L2(0, 1).
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Ejercicio 51. Considere el operador de Volterra V' definido para cada
r € L2(0,1) mediante

(Vz)(t) = [x(§) dE, para t € (0,1).

O —

Pruebe que V es acotado y que ||[V]| < 1/v/2.
Ejercicio 52. Calcular la norma de la funcional lineal
1
F(z) = [txz(t) dt, para z € C|0,1].
0

Encontrar z € C|0, 1] tal que |F(x)| = ||F||.

Ejercicio 53. Sea ﬁk(O, 1) el conjunto de todas las funciones f tales
que para cada n < k, la n-ésima derivada de f existe y es tal que
f™ € L?(0,1). En H*(0,1) se define el producto interno

Exhibir una sucesion {fn} C f[l(O, 1) tal que (fy, fn)o — 0 pero por
otro lado (fn, fn)1 — oo cuando n — oc.

Ejercicio 54. Sea

o(z) = {1/\/5 si0<z<l,

0 en otro caso.

Pruebe que g € L}(R) pero g € L%(R).

Ejercicio 55. Sea f(z) = min {1,1/|z|}. Pruebe que f € L?(R) pero
f¢LY(R).
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Ejercicio 56. Demuestre que L?(0,1) c L'(0,1).

Sugerencia. Si z > 1 entonces z < z2.

Ejercicio 57. Sea F un espacio de Banach con respecto a cada una de
las normas || -||1 v || - ||2. Suponga que existe una constante C' tal que
||z|[1 < C||x||2 para cada x € E. Demuestre que existe una constante
K tal que ||z||2 < K||z||; para cada z € E.

Ejercicio 58. Considere el espacio E = C]0, 1] con las dos normas
1
lzlly = sup [z(O)] vy |lzllz = [|z()]dt.
0<t<1 0

Demuestre que existe una constante C' tal que ||z||2 < C||z||1 pero no
existe K tal que ||z||; < K||z||2-

Ejercicio 59. Considere la funcién. funcién f(z) = x~!senz para
x # 0y f(0) = 1. Decir, con demostracién, si f(z) es integrable en el
sentido de Lebesgue y en el sentido de Riemann.
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Capitulo 6
MARTINGALAS

§1. Introduccién.

La medida de Lebesgue m definida en un conjunto A € R de medida
uno, m(A) = 1, es un caso particular de una medida de probabilidad P
definida en un conjunto €2. En este capitulo escribiremos P en lugar de
m, la medida de Lebesgue, de modo que P = m. También escribiremos
2 =1[0,1] de modo que P(Q2) = 1.

Definicién 1. Una sigma algebra F definida en €2 es una coleccion de
subconjuntos de 2 tales que:

(a) El conjunto vacio () pertenece a F.
(b) Si A € F entonces A € F, en donde A = Q\ A.
(c) Si A; € F para cada j € N entonces

D Aj € F.
j=1

E Teorema 15 del Capitulo 3, implica que la coleccién de todos los
subconjuntos de €2 medibles en el sentido de Lebesgue, es una sigma
algebra. Denotaremos esta sigma dlgebra mediante Fy. 0O

Definicién 2. Una sucesion {Fj} de sigma &lgebras, tal que
ij]:o yademés FiCFyoCFz3C -+

se llama una filtracién. 0O
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Ejemplo 3. Para j € N, sea P; una sucesiéon anidada de particiones
finitas de 2, de modo que P;j4; es un refinamiento de P;. Suponemos
que si I € P; entonces I es un intervalo tal que P(I) > 0. Una
particién P; induce una sigma &dlgebra F;. En efecto, los elementos
de F; son uniones de las partes I € P;. Es fécil ver que {Fj} es una
filtracion de . O

En este capitulo escribiremos
{f <z} enlugarde {weQ: f(w)<z}.

Dada una una funcién f y una sigma &algebra F, decimos que f es F
medible siempre que { f< :)3} € F para cada x € R,

Ejercicio 4. Sea F una sigma algebra de subconjuntos de 2. Sea f
una funcién F medible tal que [ 4 f =0 para cada A € F. Se cumple
entonces que f = 0 casi en todas partes.

Solucién. Sea A; = {f > 1/j}. Puesto que f es F medible, entonces
Aj € F para cada j € N y por lo tanto

oo oo

P{f>0} <Y P{4;} < Z:j/A.f(m)dx = 0.

J=1 Jj=

Por lo tanto f < 0 casi en todas partes. El mismo argumento con — f
en lugar de f prueba que f > 0 casi en todas partes. B

Ahora vamos a definir el muy importante concepto de esperanza
condicional de una funcién f con respecto a una sigma algebra. Como
una consequencia del Teorema de Radon-Nikodym, en la seccién §* se
probara, con generalidad, la existencia de la esperanza condicional. Por
otra parte, en el Ejemplo 6 se dan expresiones explicitas de esperanzas
condicionales.
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Definiciéon 5. Sea f:Q — R una funcién integrable. Sea F una
sigma &lgebra de (2. La esperanza condicional de f dada F es la
funcién E(f|F): Q@ — R que satisface:

(a) Para cada z € R se cumple {E(f|F) <z} € F.

(b) Para cada A € F se cumple
/E(f|f)(m) dr = /f(x) dz. 0
A A

Una esperanza condicional no estd univocamente determinada por
las condiciones (a) y (b) de la Definicién 5. Sin embargo, dada una
funcién g que es F medible y tal que [, g = [, f para cada A € F, el
Ejercicio 4 implica que g = E(f|F) casi en todas partes.

Ejemplo 6. Sea F = F; una de las sigma dlgebras consideradas en
el Ejemplo 3, es decir, 7 = F; estd inducida por la particién P;. Sea
f:© — R una funcién integrable. Entonces, para cada w € €2,

(7) E(f|F)(w) = ﬁ / f(z) da

en donde I € P; es tal que w € I. La propiedad (a) de la Definicién
5 se cumple ya que E(f|F) definida en (7) es constante en cada parte
I e Pj.

Si I € P; entonces E(f|F) es constante en /. Por lo tanto

[ BuiR o = B [ dr = BUIAPO) = [ f@)de

I

De forma similar se prueba que la propiedad (b) de la Definicién 5 se
cumple para cualquier A € F. O
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Ejercicio 8. Demuestre que si g:{) — R es F medible, entonces
E(fg|F) = gE(f|F).

Definicién 9. Sea {FJ} una filtracion de 2. Sea {fj} una sucesion
de funciones tales que f; es F; medible y ademas f; € L*(2). Suponga
que

E(f;+1|F;) = f; paracada jeN.

Se dice entonces que { f;} es una martingala. Cuando E(f;41|F;) > f;
para cada j € N, entonces se dice que { fj} es una submartingala. 0

Ejemplo 10. Sea {F;} la filtracién del Ejemplo 3. Sea f; = E(f|F;)
como en el Ejemplo 6. Entonces { fj} es una martingala. En efecto,
sea w € )y sea I € P; tal que w € I. Suponga que A, B € P;;1 son
tales que I = AU B y ademds AN B = (). Entonces

B(f; ) (w) = ﬁ / E(f|F; 1) da

~ 5| [ BF o [ B a0

Por la propiedad (b) de la Definicion 5, esta tltima expresion es

sy | [ f@ et [ | = g [ = g o

Ejercicio 11. Sean G C F dos sigma algebras. Pruebe que

E(E(f|F)9) = E{f]9).
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§2. Teorema Limite de Doob.

En el Ejemplo 10 se consideraron martingalas de la forma E(f|F;).
Dada una martingala { fj}, es natural la pregunta de cuando esta
martingala es de la forma E(f|F;) para alguna funcién f:Q — R.
El objetivo de este apartado y el siguiente es dar una respueta a esta
pregunta.

Una funcion ¢ es convexa si todas sus lineas tangentes yacen por
debajo de la grafica de ¢. A continuacién se enuncia una definicion
mas precisa de la nocién de convexidad.

Definicién 12. Una funcion ¢: R — R es convexa, si

¢(z) = sup £(z)
LeL

en donde L = {6(5) =al+b:l(&) < P(§) para cada £ € R}. O

La siguiente se conoce como la Desigualdad de Jensen.

Proposicién 13. (J. Jensen). Si ¢ es convexa, entonces

P(E(f[F)) < Eo(f)F).

Demostracion. Si ¢ € L entonces sup £(f) > £(f). Por lo tanto
tel

E(())1F) = Blsup ((/)|F) = B{U()IF) = (B(IF)

en donde la ultima igualdad se debe a que ¢ es lineal. Tomando
supremo vemos que

E(@(N)IF) = sup L(E(f|F)) = ¢(E(f|F)). B

Lel
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Ejemplo 14. Sea { fn} una martingala y sea ¢ una funciéon convexa.
Por la Desigualdad de Jensen se cumple que

E(o(fi+)IF5) = o(E(fj+1]F;) = o(f5)-
Por lo tanto {qb( fj)} es submartingala.

Si { fj} es una submartingala y ¢ es convexa y no decreciente,
entonces

E(o(fi+1)1F5) = o(E(fj41]F5) = o(f5)-
Por lo tanto {¢(f;)} es submartingala. D

Definiciéon 15. Sea { fj} una submartingala con repecto a la filtracion
{F;}, de modo que E(f;11|F;) > f;. Sean a < b dos nimeros reales.
Consideremos ahora las variables auxiliares definidas mediante

1 si¢jf1:0yfj<a,
$o=0 ypara je€ N mediante ¢; = ¢ 1 sig;_1 =1y f; <b,

0 en otro caso,

Se cumple entonces que
n
Un(a'a b) = ZX{d)j_l—d)J:l}
j=1

es el nimero de veces que { fj} cruza el intervalo [a,b] en direccién
ascendente cuando 1 < j < n. En otras palabras, U, (a, b) es el niimero
de veces que la sucesion ¢1,...,¢, pasade 1 a 0. O

El Teorema 18 que sigue, se llama Teorema de Convergencia para
Submartingalas de Doob. El lema auxiliar que sigue se conoce como
Desigualdad de Cruces Ascendentes de Doob.
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Escribiremos E f en lugar de E(f|F). En particular E f = [, f.

Ejercicio 16. (Suma por partes). Pruebe que

n

j{:(aj‘_’aj—l)bj'+’§£:(bj“bj—l)aj—l = anbn, — agbo.
j=1

j=1

Lema 17. (J.L. Doob). Sean {f;} y Uy,(a,b) como en la Definicién
14. Se cumple entonces que

EU,(a,b) <

Demostracién. Sea gy = 0y para j € N sea g; = (f; —a)™. Puesto
que { fj} es submartingala y h(z) = ()T es convexa y no decreciente,
entonces { gj} es submartingala. Se cumple entonces que

mayor que cero si ¢j_; — ¢; = 1,

(dj-1—0;)g; es {igual a cero si ¢ 1 — ¢; # 1.

En efecto, si ¢;_1 —¢; = —1, entonces ¢;_1 =0, ¢; =1y g; =0. Si
¢$j—1 — ¢; = 1, entonces g; > b — a. Por lo tanto

(97 — 9j-1)¢j—1 = dngn — Z(¢j — ¢j-1)9;
j=1 j=1
> Y (i1 = )95 = D 9iXio;_1—p;=1)
j=1 j=1
Z (b - CL) Z X{¢j_1—¢j:1} = (b - a)U’l’L(a’7 b)
j=1

Puesto que { gj} es submartingala, entonces

0 < E(g;|Fj—1) —gj—1 = E(g; — gj—1|F;-1).
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Puesto que ¢;_; < 1, entonces
¢j-1E(g; — gj-1|Fj-1) < Elgj —gj-11F;-1)-
Puesto que ¢; es F; medible, entonces ¢;_; entra dentro del simbolo

E(g;|F;-1), ver el Ejercicio 8. Con A = (2, la propiedad (b) de la
Definicién 5 implica que

E{(9; —9j-1)¢;} < E(g; —gj—1).

Finalmente, tenemos que

(b_a)EUn(a7b) < ZEgj_Egj—l = E.gn = E(fn_a)+' L

j=1
Podemos ahora probar el Teorema de Limite de Doob.

Teorema 18. (J.L. Doob). Sea {f; : j € N} una submartingala
con respecto a la filtracion {fj}. Suponga que

M < o0 en donde M = supE|f,|.

Entonces existe una funciéon medible f:Q) — R tal que

lim f,(w) = f(w) paracasi toda w €.

n—oo

Demostracién. Sea a < b. Sea U,, = U,(a,b) el nimero de cruces
ascendentes de {f;} sobre [a,b] para 1 < j < n. Entonces

_ 4\t
- b—a - b—a
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Nétese que U,, es no decreciente como funcién de n. Sea Up(w) =
lim U, (w). Sea
n—oo

Agp = {w € Q : liminf f,(w) <a<b< limsupfn(w)}.

n—0oo n—00
Sea
A= J A
a<b
a,beQ

Para cada w € 2\ A se cumple que lim f,,(w) existe. Es suficiente
probar que P(A) = 0. Para cada w € A, se cumple que Up(w) = 0.
Para cada £ > 0 tenemos

M
kP(Asp) < E(Up-xa) < EUp = lim EU, < M+ o]

n— 00 b—a

La igualdad anterior es consequencia del Teorema de Convergencia
Monétona. Por lo tanto P(A, ) = 0. Por dltimo,

P(4) < 3 P(Auy) = 0
a<b
a,beQ

ya que cada término de la suma es igual a cero. B

§3. Integracion Uniforme.

En este apartado se estudia la convergencia de martingalas en la norma
LY(2). Sera necesaria la nocién auxiliar de integracién uniforme.

Definicién 19. Una sucesién {f,} C L'(2) se dice uniformemente
integrable, si para cada € > 0 existe M tal que

/’fn(w)\dx < € paracada n € N. O

[ fn|>M
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Proposicién 20. Suponga que {f,} C L'(Q) converge a f en la
norma L(Q), de modo que

lirn/\fn—f\ = 0.
n—oo QO

Entonces { fn} es uniformemente integrable.

Demostracion. Para cada conjunto medible A C () se cumple que

Jisl < [1t=s1+ [ 10

Sea € > 0. Sea N tal que

€

/|fn—f| < — paracada n> N.
Q

[\

Con A = (), vemos que
K < o0 en donde K = sup/ | frl-
n Jo

La Proposicién 19 del Capitulo 4 implica que existe d > 0 tal que si
P(A) < ¢ entonces [, |f| < €/2. Sea My > K/§. Entonces

1 K
P{|fa] > M} < U / |fn] < 7 < § paracada M > M,.
|fn|>M

Para cada 1 <n < N sea M, talque [ |[f,| < €/2. En resumen,
| fn|>Mn

si M = max M, entonces / \ful < €
0<j<N

| fn|>M
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para cadan € N. 1

Ejercicio 21. Sea { fj} una sucesion de funciones uniformemente
integrable. Pruebe que

sup E|f;| < oo.
J

Solucion. Ya que { fj} es uniformemente integrable, entonces existe
M > 0 tal que

|fi(@)| dz < 1
|fj1>M

para cada j € N. Por lo tanto

E|f;| = /|f;,~| + /lfj|§1+/QM:1+M.l

|fj1>M Ifjl<M

Teorema 22. Sea { fj} una submartingala uniformemente integrable.
Se cumple entonces que { fj} converge en L1(Q), esto es, existe una
funcién f € LY(Q) tal que E|f; — f| — 0 cuando j — oc.

Demostraciéon. El Ejercicio 21 implica que { fj} esta acotada en
LY(©2). Por lo tanto es posible aplicar el Teorema 18. As{ entonces
existe f tal que f; — f casien todas partes. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que f(x) = 0 para cada x € Q.

Sea € > 0. Usando la desigualdad de Chebyshev, ver el Ejercicio
10 del Capitulo 4, tenemos que

PUAIZ < ¢ [ 1] - 1[ [+ [ w].

Fi>M <M
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Por la hipétesis de integrabilidad uniforme podemos hacer que M sea
tal que

Pljlzeb <e+: [ 1l

Ifjl<M

Por el Teorema de Convergencia Acotada, la ultima integral tiende a
cero cuando 7 — oco. Por lo tanto,

para cada € >0 tenemos que lim P{|f;| > €} =0.
j—00

Nuevamente sea € > 0. Entonces

Bl —[ [+ [ - /]Ifg )| d.

|f_7|>M M>|f |>e 6>|f.j

Es posible hacer que M sea tan grande que la primera integral sea
menor que € y luego mantener fija a M. Puesto que P(€2) = 1 entonces
la ultima integral es ciertamente menor o igual que e. La segunda
integral es menor o igual que

MP{|f;j| > e} — 0
cuando 7 — oo. Por lo tanto

0 < limsupE|f;| < 2e.

j—o00

Por lo tanto lim E|f;|=0. &
j—o00

Teorema 23. Sea { fj} una martingala con respecto a la filtracion
{fj}. Suponga que { fj} es uniformemente integrable. Entonces existe
f € LX) tal que

fi = E(f[F;).
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Demostracién. Por el Teorema 22 existe una funcién f € L1(Q) tal
que E|f; — f| — 0 cuando j — oco. Para cada k > j se cumple que
f; = E(fx|F;). Por lo tanto, para cada A € F; tenemos que

/Aka/Afj.

Asi entonces tenemos que

=0 = | [@=n] < [1n-s1=Bln-1 -0

cuando k — oco. Por lo tanto [, f; = [, f para cada A € Fj;. Esto
implica que f; = E(f|F;). N

84. Tiempos de Paro.

Definicién 24. Consideremos una filtracién {F;} en . Una funcién
7:Q - NU {oo} se llama tiempo de paro respecto a {]:j} si para cada
j € N se cumple que {7‘ :j} € F;. 0O

Ejercicio 25. Pruebe que 7 es tiempo de paro si y sélo si {T < j} € F;
para cada j € N.

El propésito del siguiente ejemplo es hechar luz sobre el sentido
de la Definicién 24. Recuerde el lector que en este capitulo estamos
escribiendo € en lugar de [0, 1].

Ejemplo 26. Es posible representar cada w € () mediante su
expansién binaria

o0
&+1 1
w = ; 32 ‘5 en donde & 6{—1,—|—1}.
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Si pensamos en w como un numero aleatorio, entonces la sucesion {fj}
también es aleatoria en cuanto depende de w. Sea

fo = fo+> &
j=1

Suponga que a < fy < b. Entonces los siguientes son tiempos de paro

lemin{j:fj Sa}, ngmin{j:bgfj}, ngmin{ﬁ,Tg}. 0

Ejercicio 27. Sea {fj} como en el Ejemplo 24. Pruebe que

P{¢{=-1} = % = P{¢ =+1}

para cada j € N. Por lo tanto en el Ejemplo 24 se describe un modelo
para el lanzamiento de una sucesién infinita de volados.

Suponga que { fj} es una martingala. En la siguiente Proposicién
29 se dice como construir otras martingalas a partir de { fj}.

Definicién 28. Sea {.7-"]-} una filtracién en 2. Se dice que la sucesién
de funciones {aj} es predecible con respecto de {fj}, si aj es Fj_q
medible para cada j € N. 0

Proposicion 29. Sea {aj} una sucesion predecible de funciones y
suponga que existe K > 0 tal que |a;(w)| < K para cada w € Q y
cada j € N. Sea {f]} una martingala con respecto a {fj}. Se cumple
entonces que

gn = a1 f1 +Zaj(fj — fj-1)
j=2

es una martingala con respecto a {fn}
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Demostracién. Ya que |a;| < K entonces g, € L'(£2). Por otro lado,

E<gn+1’:'rn> = E<gn|‘7_‘n> + E<an+1(fn+l - fn>|Fn>

Por el Ejercicio 8, tenemos que g, = E(g,|F,). Por lo tanto

E(gn+1!fn> = gn + 04n+1E<fn+1 - fn’]:n>-

Nétese ahora que E(f,+1|Fn) = fn. B

Ejercicio 30. Sea {aj} una sucesion predecible y suponga que existe
K >0 tal que 0 < aj(w) < K para cada w € 2 y cada j € N. Sea
{ fj} una submartingala con respecto a {fj}. Sea {gj} como en la
Proposicién 29. Pruebe que { gj} es submartingala.

Definicién 31. Escribimos a Ab en lugar de min {a, b}. Sea {fj} una
sucesion de funciones definidas en 2. Sea 7 un tiempo de paro. La
sucesién de funciones { fT/\j} se define mediante

(frrj) (W) = frnj(w) paracada weQ. O

Proposicion 32. Sea T un tiempo de paro. Tienen lugar las siguientes
afirmaciones.

(a) Si{f;} es martingala, entonces {f-n;} es martingala.

(b) Si { fj} es submartingala, entonces { fTAj} es submartingala.

Demostracion. Si definimos

1 siT2>7,
0 sitT<jy,
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entonces tenemos que

frai = aafi+aa(fo—fi)+-+a;(f5 — fi—1)

Por otro lado es facil ver que {aj} es predecible y por lo tanto se aplica
la Proposicion 29. B

Los dos resultados siguientes son casos de teoremas conocidos
como Teoremas de Paro Opcional.

Teorema 33. Sea { fj} una martingala y sea T un tiempo de paro,
ambos con respecto de la filtracion {fj}. Suponga las tres hipotesis
siguientes.

(a) P{r <oo}=1.
(b) Elfr| <oc.

(¢) [ fj — 0 cuando j — oc.
T>7

Se cumple entonces que E(f;) = E(f1).

Demostracién. Nétese primero que fr = fra;+ (fr — f) X{r>;)- Por
lo tanto tenemos que

(34) E(f,) = E(frr) + / fr - / ;.

Puesto que que f;5; es una martingala, entonces E(f-1;) = E(f1).
El tdltimo término en el lado derecho de (34) tiende a cero debido a la
hipétesis (c). Las hipétesis (a) y (b) implican que

|1 =g _/k|f7| < .

T=
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Se deduce entonces que

‘/_fT

T>7 T>7

/’f7'| = /|fT | = 0 cuando j— oco.

k>j =k

Teorema 35. Sea {f]} una submartingala y sea T un tiempo de paro,
ambos con respecto de la filtracién {}"j}. Sea n € N. Suponga que
P{r <n} =1. Se cumple entonces que E(f,|F;) > f;.

Demostracién. Es suficiente demostrar que si A € F,. entonces

| BuiEs = [ fo= ] 5

Para ver que ésto se cumple, nétese que

/A /Aka_fk 1X{T<k}_2/fk_fk; )

k=1 k:lAk

en donde Ay = AN {T < k- 1} € Fr—1. Yaque {fj} es submartingala
entonces E(fx|Fr—1) > fr—1. Por lo tanto

/fk = / (felFr—1) ZA{fk—L L

Se demuestran a continuacién dos desigualdades para martingalas.
La primera de éstas se conoce como la Desigualdad Maximal de Doob.

Teorema 36. (J.L. Doob). Sea {fj} una submartingala respecto a
la filtracién {}"j}. Suponga que {fj} es no negativa. Sea f; = max fi-
sn

Sea \ > 0. Entonces

WPz < [f@)de

Rz
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Demostracién. Sea 7 = min {j <n:f;> )\} en caso de que exista
J < ntalque f; > A. Siéste no es el caso, entonces ponemos 7 = n. Se
cumple entonces que 7 < n casi en todas partes. Puesto que { fj} es
una submartingala no negativa, entonces E(f,,) > E(f;). Ahora bien

B(f) = [ £+ [ s

FE=A F<A

Nétese que f; > X implica que f; > A. También se cumple que f < A
implica que 7 = n y por lo tanto f. = f,,. Por lo tanto

E(f,) > E(f,) > AP{ff > A} + / I

fh<A
Asi entonces

AP0 < B~ [ fa= [ fon

Ih<A >

El siguiente teorema se conoce como la desigualdad en L2 maximal
de Doob. Sera necesario un resultado auxiliar.

Ejercicio 37. Sea f :Q — [0,00) una funcién no negativa. Sea
g:][0,00) — R una funcién diferenciable y estrictamente creciente tal
que g(0) =0 y g(c0) = co. Pruebe que

Eg(f) = [4@P{f>s}dn

0

Solucién. Nétese primero que P{f > x} = P{g(f) > g(a:)} Ya que

oo

[ @) > o)} do = [Plo(r) > o} do

0
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entonces es suficiente considerar el caso g(z) = x para cada 0 < z < oo.
Sea p; = P{(j —1)/n < f < j/n}. Entonces

o) o) 7 oo [e%)
i =D 0y 1 =YY p = Zp{f>$}'
j=1 Jj=1 k=1 k=1 j=k k=1

Multiplique por 1/n y note que el extremo izquierdo tiende a E f
cuando n — oo. El extremo derecho tiende a fooo P{ f> x} de. 1

Teorema 38. (J.L. Doob). Sea {fj} una submartingala respecto a
la filtracion {fj}. Suponga ademas que {fj} es no negativa y tal que
f; € L?(Q) para cada j € N. Sea f;; = max fj. Entonces

iIsn

E|f;]? < 4E|fa]*.

Demostracion. Por la desigualdad Maximal de Doob, tenemos que

E|f* = 2/:1:P{f,j>x}dx < 2/ / frn(w) dw dz.
0 0 fi>x

Intercambiamos el orden de las integrales y aplicamos la desigualdad
Cauchy-Schwarz y asi obtenemos

i)
LB < /an«u)o/ dodo = [ 1.8 < (Bl ) {B12) "

Esto termina la prueba. B
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Capitulo 7

TEOREMAS LIMITE DEL
CALCULO DE PROBABILIDADES

§1. Teorema Central del Limite.

Sea X un espacio de funciones y sea F' una funcién de distribucién de
probabilidad (fdp). Entonces F' define un operador F en X mediante

F:Xx-4X
ur—v=uxkF
en donde v = E(u;) y ademads us(y) = u(t — y), es decir,

“+o0

o(t) = / u(t — y) dF (y).

— 00

Escribiremos F,, para denotar la aplicaciéon n veces del operador F.
Asi por ejemplo, escribiremos

(1) F,u enlugarde F---Fu.
——

n veces

Noétese que F,, es el operador correspondiente a la fdp

n veces

Por 1ltimo, pensaremos en X’ como el espacio de las funciones continuas
u : R — R con limites en el infinito, esto es, cada u € X es tal que los
dos limites u(4+00) y u(—o0) existen.
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Ejercicio 3. Muestre que ||[F|| = 1 en donde ||F|| es la norma del
operador F, esto es,

IB)| = inf {0 : |[Ful] < Mjul| paracada ue X},

Definicién 4. Sean F'y G dos fdp y sean F y G los operadores
correspondientes. Sea F,, como en (1). Escribiremos F,, — G para
denotar que

|Fou—Gul] -0 paracada weX. D

Lema 5. Para los operadores asociados a funciones de distribucién de
probabilidad (fdp) se cumple que

||F1F2U — G1G2u|| S ||F1u — G1U|| + ||F2U — GQUH

Mas generalmente, si A =F,---F, y B=Gy---QG,, entonces

|Au—Bu|| < > ||F;u— Gjul|.

Jj=1

Para la fdp normal escribiremos

(6) Glx)=— [ e 2% dux.

Lema 7. Se cumple que G, (z/n) = G(z).

Demostracion. Sea g,(z) la funcién de densidad de G,,(z). Entonces
la funcién de densidad de G,,(zy/n) es igual a

(8) Vn gn(zv/n) = gi1(z) en caso de que g,(z) =
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Supongamos ahora que g, es como en (8). Entonces g,1 estd dado
por

1\3|@

27T\/_/exp i %(m—y)Q}dy.

Puesto que

2
A Y S A ,/”Jrl
on 2@ TY) = n+1 { n+1

2
entonces gp+1(x) = exp {Z(nx——l—l)}/ 2r(n+1). N

Teorema 9. (Central del Limite). Suponga que la fdp F' es tal que
—+o00 400 9
[ zdF(x) =0 y [ z°dF(z) = 1.
Sea F,, la fdp en (2). Sea ﬁn el operador correspondiente a la fdp
F,(zy/n). Se cumple entonces que
f‘n — G
en donde G es el operador correspondiente a la fdp normal.

Demostraciéon. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
u € X tiene tres derivadas tales que ||u”’|| < co. Entonces

|Fpu — Gu|| = ||[Fpou— Goul] < nl|[Fu— Gul|.

Por lo tanto, es suficiente si probamos que

(10) n(Fu—u) — %u".
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Para probar (10) escribimos F7(y) en lugar de ny?F(y/n). Entonces

+o0 oo
/ U art) - nu(x)_/ AF (i) = nu(e).

+oo
Puesto que [ zdF(z) =0 entonces
— 00

+o0 +oo
/ w0 arg) - nu’(az)_/ yAF (Vi) = 0.

+o0
Puesto que [ x?dF(x) = 1 entonces

+oo T2
[ 3 @drte) = '@ [ o aPavi) = gu'@).

~ 1
Por lo tanto n(Fu — u) — §u" es igual a

+oo
B B + ' 1 "
I e i L )
Para cada k = 1, 2,3 se cumple que
k
ulz —y) = ule) — yu'(x) + P (@) — -+ (DF L)

en donde £ es un nimero entre z—y y x. Por lo tanto (11) esta acotada
por (para cualquier a > 0 fijo)

|IU"H[ ]a + 7}%2 dF (yv/n) + |[u™]] lel3 dF(yv/n).
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Haciendo el cambio de variable y — y/+/n vemos que (10) esté acotada

por
|||

Il [ o ar) + o(H2Y).
lyl<avn

~ 1
Asi entonces n(Fu — u) — §u” — 0 cuando n — 0. 1

§2. Ley de los Grandes Niumeros.

El Teorema 13 es una versién simple de la ley de los grandes niimeros
para funciones (variables aleatorias) en L*(£2).

Proposicion 12. Suponga que para cada € > 0 se cumple que

o0
ZP{|fJ| > e} < o0.
j=1
Entonces f;(w) — 0 cuando j — oo para casi toda w € Q.

Demostracién. Sea A = {w: f;(w) — 0}. Para cada k € N sea
Ar = {w:V n 3 j>n tal que |fj(w)| > 1/k}.

Siw e N\ A entonces w € Ay para algtin k. Ahora bien

ﬁ G e %}] < ji;P{w > %} ~ 0

n=1j=n

P{A,} = P

cuando n — oo. Por lo tanto P{Ak} =0 paracada k€ N.
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Teorema 13. Sean f;:Q — R tales que P{fj < x} = P{f1 < a:}
para toda x € R y cada j € N. Suponga que E(f;) = 0. Suponga
ademas que

1 3
E{ H fjk} = E{ H fjk}E(fj4) siempre que ju & {j1,J2,J3}-
k=1 k=1

Entonces, para casi toda w € €}, se cumple que

n—oo M

lim lS(u)) =0 en donde Sp(w) = zn:f](w)
j=1

Demostraciéon. Notese primero que

BISul* = B[(fit+ ) (it fu) (it fu) (Pt )]

Al desarrollar el producto vemos que E|S,|* es suma de términos de
la forma

5 B 2f. il fifefefm

en donde los indices son todos distintos. Puesto que E(f;) = 0 entonces
E(f}fx) = E(f} frfe) = E(fifrfefm) = 0.

Por lo tanto

E|S,|* = nE|f;|* + 3n(n — DE|f;*E|fx|> = nE|fi|* + O(n*E?| f1]?).

Puesto que 0 < E|f1* — E2|f1]? = E(|f1]* - E|f1|2)2 entonces

o] o bei)

Sy 14 115,14
Puesto que P{ ‘ —’ > e} < - E‘—‘ entonces vemos que
n € n

Sor{%

Asi entonces se aplica la Proposicién 12. |

4 Elfil* ¢ 1
>}<<— — <
> ¢ : ;nz 0




