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Capitulo 1

Introduccion a la teoria de probabilidad

En este capitulo algunos conceptos basicos de la teoria de probabilidad seran presentados. Aunque
existen varios resultados conocidos, solamente una pequena parte serda abordada en este capitulo.
Los resultados presentados son los que directamente seran utilizados durante la presentacion de los
métodos de Monte Carlo. La informacién presentada aqui puede ser encontrada en Feller (1968),
Grimmett y Stirzaker (2001) y Ross(2009).

1.1. Fenomenos aleatorios

Un experimento determinista es un experimento que si lo realizamos varias veces bajos las mismas
condiciones obtendremos los mismos resultados. Un ejemplo de un experimento deterministas es el
experimento que se realiza bajo las hipdtesis de la fisica clasica. Por ejemplo, si un carro inicia en
la position cero, con una velocidad inicial de Okm/h que aumenta de acuerdo a un accelaraciéon de
0.92m/s?. {Cuanto habrd recorrido este carro después de 30s?

De las ecuaciones de la fiisica clasica tenemos que la posicién del carro al tiempo ¢, indicado por
x(t), esta dada por la férmula

z(t) =x(0) +v(0) t + % at?

donde z(0) es la posicién inicial del carro, v(0) es su velocidad inicial y a es la acceleracion. De esta
forma, tenemos que z(30) = 4,12km

Bajo las leyes de la fisica clasica, no importa cuantas veces repetimos este experimento, si usamos
la misma infomacién de posicion inicial, velocidad inicial y acceleracién, siempre obtendremos los
mismos resultados.

Un experimento aleatorio es un experimento donde podemos decir cuales son los resultados po-
sibles en cada repeticién del mismo, pero no podemos decir com seguridad cual de estos resultados
obtendremos.

Como ejemplos sencillos de eventos aleatorios tenemos:

1. Lanzamiento de un dado. Al lanzar un dado, sabemos que podemos obtener uno de los siguientes
resultados: 1, 2, 3, 4, 5, 6, pero a cada lanzamiento no podemos decir con seguridad cual serd el
valor del lado volteado hacia arriba.

2. Lanzamiento de tres monedas distinguibles. Si lanzamos tres monedas simultdneamente e indi-
camos por a el lado aguila y por s el lado sol, tenemos que a cada lanzamiento podemos tener



uno de los elementos del siguiente conjunto:
{(a,a,a),(a,a,s),(a,s,a),(s a,a),l(a,s,s),(s,a,s),(s, s,a),(s,s,s)}.

3. Medicion del tiempo de servicio de un aparato electronico hasta que se descomponga. El resulta-
do en cada realizacién de una medicién es un valor en el conjunto: {t € R : ¢ > 0 and ¢t < oo}

El conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio es llamado espacio
muestral y seréd indicado por §. Cualquier subconjunto de S es llamado evento y sera indicado por
una letra maitscula del alfabeto latino.

Para ver que forma toman los eventos en un espacio muestral, considere el experimento de lanzar
tres monedas distinguibles. De esta forma,

S ={(a,qa,a),(a,a,s),(a,s,a),(s,5a,a),l(a,s,s),(sa,s)(ss,a)(s,s,s)},
y como ejemplos de eventos tenemos:
1. A = {en la primera moneda sale aguila} = {(a, a, a), (a,a, s), (a, s,a), (a, s, s)}
2. B = {en la segunda moneda sale sol} = {(a, s,a), (a, s, s), (s, s,a),(s,s,s)}
3. C' = {en la tercera moneda sale sol} = {(a, a, s), (a, s, s), (s,a, s), (s,s,$)}

Note que las operaciones entre conjuntos, tales como lo son la unién y la interseccion, el comple-
mento, entre otras, son validas cuando aplicadas a eventos. De esta forma, tenemos

1. AUB=S8\{(s,a,a),(s,a,s)}
2. AnC ={(a,a,s),(a,s,s)}

Si dos eventos A y B de un mismo espacio muestral S son tales que AN B = (), entonces decimos
que A y B son mutuamente excluyentes. Note que el evento A dado arriba y el evento

D = {en la primera y en la tercera moneda salen sol} = {(s,a, s), (s, s,s)}

son mutuamente excluyentes.

La frecuencia relativa de un evento es la proporcion de veces que el evento ocurre en una serie de
realizaciones de un experimento. Formalmente, sea £ un experimento aleatorio que es repetido un
nimero N de veces. Sea A un evento en el espacio muestral de este experimento. Indique por n4 (V)
el nimero de veces en N realizaciones del experimento que el resultado es el evento A. La frecuencia
relativa del evento A en N realizaciones de un experimento &, indicada por f4(N) esta dada por

na(N)  numero de casos favorables

fa(N) =

N numero total de casos

Para ilustrar esta definicién considere el experimento que registra el color de los carros que pasan
en un determinado punto en una calle durante un periodo fijo de tiempo. Suponga que el nimero
total de carros que pasaron por este punto es 1000, de los cuales 300 eran azules, 400 eran blancos y
300 rojos. Considere el evento

A = {carro azul pasa por el punto}.



De esta forma, la frecuencia relativa de A es f4(1000) = 300/1000 = 0,3.

Observacion. Note que se un experimento aleatorio tienes K posibles resultados, indicados por
ri, 1 =1,2,..., K, entonces si el experimento es repetido N veces e indicamos por A; el evento que
registra la ocurrencia del resultado r;, tenemos que

ZfAz<N) =1

La nocién de frecuencia relativa de un evento tiene una relacién cercana con el concepto de
probabilidad del evento. Esto se puede ver en el siguiente concepto informal. Para un experimento £
y un evento E en el espacio muestral de £ se puede definir la probabilidad de E, indicada por P(E),
por

N
P = Jin "

si el limite existe, donde ng(N) es el nimero de veces que el evento F ocurre en N realizaciones del
experimento.

Observacion. Esta definicion de probabilidad es consecuencia directa de la conocida Ley de los
Grandes Numeros que veremos con mas detalles mas adelante.

1.2. Funciones de Probabilidad

La definicion axiomatica de probabilidad de un evento es: considere que para cada evento A en el
espacio muestral S existe un valor P(A) que satisface las siguientes propiedades,

(a) 0 < P(A) <1,

(b) P(S) =1,
(c) para Ay, As, ..., Ay, eventos en S que son mutuamente excluyentes, es decir, 4;NA; =0, # j,
vale

PULA) =3 P(A)

entonces P(A) es llamado probabilidad de A.

Sin embargo, existe una definicién mas formal que serd presentada mas adelante en el contexto
de variables aleatorias.

Un ejemplo de una funciéon de probabilidad es el siguiente: sea S un espacio muestral finito de
tamano M. Suponga, sin pérdida de generalidad, que S = {1,2,..., M}, entonces la funcién definida
por P({i}) = 1/M, ¢ = 1,2,..., M es una funcién de probabilidad y es conocida por funcién de
probabilidad uniforme en S.

Algunas de las propiedades de una funcién de probabilidad son:

1. para A en el espacio muestral S y A¢ su complemento, se tiene que P(A¢) =1 — P(A),
2. para Ay B en el espacio muestral S, si A C B, entonces P(A) < P(B),
3. para cualesquiera A y B en un espacio muestral S, se tiene que

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B).



Todas estas afirmaciones pueden ser demostradas utilizando propiedades y operacion entre con-
juntos. Se utiliza el diagrama de Venn para ilustrar las diversas afirmaciones y con esto demostrarlas.
La afirmacién (3) dada arriba puede ser generalizada, para més de dos eventos. Esto es realizado

de la siguiente forma: sean A;, i = 1,2,... n, eventos en un espacio de estados S, entonces vale
n
PULA) = SoP(A)- Y Y P40 4,
=1 i1=112>11

n—1 n
+ YN Y P4, NN A
r=3 i1=112>11 G >tr—1

+ (=DM P(AN...NA,),

dondelasuma " _ 7 . --->7 o P(A;N...NA; ) es sobre todos los subconjuntos de {1,2,...,n}
de tamano r.

Una otra funcion de probabilidad de gran interés es la llamada probabilidad condicional. Esta
probabilidad consiste en usar alguna informacion dada para calcular la probabilidad de algiun evento
en particular. Para ver esto, considere el siguiente ejemplo (Ross, 2009). Considere un edificio donde
viven 30 personas. De estas 30 personas, 10 son mujeres y el restante son hombres. De las 10 mujeres,
2 miden mas de 1.70m de altura. De los 20 hombres, 12 miden mas de 1.70m. Pregunta: ;cual es la
probabilidad de que un entrevistador del INEGI, seleccionando un individuo de este edificio, seleccione
un hombre que mide mas de 1.70m? Considere que seleccién es igualmente probables (uniforme en
el espacio de estado).

Construya la siguiente tabla (Tabla 1.1) donde tenemos la especificacién de los diversos habitantes

del edificio:

hombre mujer | total
> 1,70m 12 2 14
< 1,70m 8 8 16
total 20 10 30

Cuadro 1.1: Tabla indicando la divisién por género y altura de los habitantes del edificio.

Utilizando la interpretacién frecuentista, se tiene que de las 30 personas 12 satisfacen la carac-
teristica de interés, es decir, hombre com mas de 1.70m de altura. De esta forma,

P(hombres > 1,70m) = %,
es la probabilidad buscada.

Considere ahora que un hombre es seleccionado (igualmente probables), ;cudl es la probabilidad
que mida mas de 1.70m de altura? Note que ahora estamos dando la informacién que un hombre fue
seleccionado. De esta forma, estamos reduciendo el espacio de estados para un espacio de estados
compuesto solamente de hombre. Asi que la probabilidad es ahora 12/20. Este ttimo valor es la
probabilidad condicional de que un individuo mida mas de 1.70m, dado que es un hombre.

La definiciéon formal de una probabilidad condicional es la siguiente. Sean S un espacio muestral
y A, B C S dos eventos tales que P(B) > 0. La probabilidad condicional de A dado B, indicada por
P(A| B) esta dada por,

P(AN B)

P(AIB) = ~5rps



Observacion. La probabilidad condicional satisface todas las propiedades que una funcién de
probabilidad.
Note que de la definicién de probabilidad condicional se tiene que

P(ANB)= P(A|B) P(B).

Esta expresién es muy ttil para calcular la probabilidad de un evento dado. Para ver esto considere
primero la siguiente definicién. Decimos que By, Bs,...,B,, B; C §, i = 1,2,...,n, forman una
particién de S, si:

L. BiNB;=0,i#j,
2. U?:l Bz :S,
3. P(B;) > 0.

Ahora podemos dar el siguiente resultado: sea { By, Bs, . .., B, } una particién del espacio muestral
S ysea B C S, entonces

P(B):zn:P(BﬂBi)zzn:P(B|Bi)P(Bz‘)~

La demostracion de esta afirmacién es inmediata de las propiedades de conjuntos.
De esta férmula general sale la conocida fdrmula de Bayes que damos a seguir. Para { By, B, ..., B, }
una particién del espacio muestral S y B C S tal que P(B) > 0, se tiene que

P(B|B;) P(B)

P(B;|B) = S P(B|B;)P(B;)

para todat=1,2,...,n.

Decimos que dos eventos A y B son llamados independientes si P(A| B) = P(A), o equivalente-
mente, si P(AN B) = P(A) P(B). En general, decimos que A4;, i = 1,2,...,n son independientes si
para cada subconjunto A, j = 1,2,...,k, k <n, de estos eventos se tiene que

1.3. Variables aleatorias

Una forma de definir una variable aleatoria es la siguiente: sea S un espacio muestral asociado a
un experimento aleatorio £. Una variable aleatoria X es una funcién que asocia a cada evento e € S
un valor real. La imagen de X es indicada por Sx = S y es llamada espacio de estados de X. (La
definicién formal serd dada mas adelante.)

Como un ejemplo, considere el siguiente: una moneda honesta (igual probabilidad de salir dguila o
sol) es lanzada dos veces. El espacio muestral de este experimento es S = {(a, a), (a, $), (s,a), (s, s)}.
La funcién definida por

X(e) = cantidad de aguilas en e,

es tal que X : & — {0,1,2} y X((a,a)) =2, X((a,s)) = X(s,a)) =1y X((s,s)) =0.



Observacion. El conjunto Sx puede ser finito o infinito numerable, pero también puede ser iden-
tificado con un intervalo real.

Para dar una definicién mas formal de una variable aleatoria vamos primero definir una o-dlgebra.
De esta forma, una coleccion F de subconjuntos de un conjunto S es llamado una o-dlgebra, si las
siguientes condiciones son satisfechas:

(i) 0 e F,
(ii) si A; € F,i=1,2,..., entonces |J;_, 4; € F,
(iii) si A € F, entonces A° € F.

Ejemplos de una o-dlgebra de un conjunto €, son F = {0, Q}, F = {0,Q, A, A}, y F = 2% =
{todos los subconjuntos de 2}.

Sea F la o-algebra asociada al espacio muestral & de un experimento aleatorio £. Una variavel
aleatoria es una funcion X : S — R tal que {e € S : X(e) <z} € F, para cada z € R.

A una variable aleatoria podemos asociar una funcién de probabilidad. Esto se debe al siguiente:
sea £ un experimento aleatorio con espacio muestral S. Sea X : § — Sy = S. Tome B C Sx y
defina A ={e€ S : X(e) € B}. En este caso decimos que A y B son equivalentes.

Como un ejemplo, considere el experimento de lanzar una moneda dos veces y sea la variable
aleatoria X (e) = nimero de dguilas en e. En este caso tenemos que Sx = {0,1,2} y B = {1} € Sx
y A ={(a,s),(s,a)} son equivalentes.

Dado la equivalencia entre los conjuntos en S y S, es posible definir una funciéon de probabilidad
en Sx induzida por la variable aleatoria X. De esta forma, sea B un evento en Sx. La probabilidad
de B, indicada por Px(DB), es definida por

Px(B)=P({eeS : X(e) € B}).

Asi, dado que para B = {1} € Sx vy A = {(a, s), (s,a)} son equivalentes, tenemos

Px(B)=P({eeS : X(e) € B}) =P({(a,s),(s,a)}) = P(A) = %

De esta forma, quando consideramos la variable aleatoria X, su imagem Sx y la probabilidad
P(-) en S, estamos induciendo una probabilidad en Sx que es determinada por eventos en S.

A las variables aleatorias se pueden asociar lo que llamamos funciones de distribucion que descri-
ben el comportamiento de esta variable aleatoria. La funcién de distribucién esta conectada con la
probabilidad de ocurrencia de determinados resultados. Formalmente, la funcion de distribucion de
una variable aleatoria X es una funcién F': R — [0, 1] dada por

F(z) = P(X < z).
Algunas de las propiedades de una funcién de distribucion son:
1. F es no decreciente, es decir, si < y, entonces F'(z) < F(y),
2. lim, ,, F(z) =1,
3. lim, , o F(x) =0,

4. F es continua por la derecha.



Vimos que para el caso donde la variable aleatoria X tiene como imagen un conjunto finito o
infinito enumerable, podemos asociar una funciéon de probabilidad. Esta funcion de probabilidad puede
ser formalmente definida como sigue. Sea X una variable aleatoria con imagen Sx = {z1,z9,...}.
Para cada i = 1,2, ... sea p(z;) = P(X = z;), donde p(z;) es tal que

(a) p(x;) >0,1=1,2,...,
(b) 2272 p(w:) = 1.

La funcién p : Sx — [0, 1] es llamada funcidn de probabilidad de X .

Como ejemplo de una funcién de probabilidad para una variable aleatoria X, tenemos lo siguiente:
considere el experimento de lanzar una moneda honesta dos veces y defina la variable aleatoria X
por

X = numero de aguilas.
De esta forma tenemos que Sy = {0,1,2} y p(0) = P(X =0) =1/4,p(1) = P(X =1)=1/2y
p(2)=P(X =2)=1/4.

Com base en la definicion de funcién de distribucién, tenemos que para una variable aleatoria
discreta, su funcion de distribucién es definida por

=Y P(X=umz)=) plx:)

z;<x i<z
Observacion. Note que esta funcion es una funcion escada, donde para z; < xo < ---, la funciéon
tiene valor constante en [x;,x;41), ¢ = 1,2,..., y tiene un salto de tamano p(z;41) en x;4;.

Considere el caso de la variable aleatoria contando el niimero de aguilas en el lanzamiento de dos
monedas honesta. En este caso, tenemos que su funcién de distribucién esta dada por

0, <0
)14, 0<a <1
Fla)=9 s/, 1<z<2
1, x> 2.

Como hemos visto, la imagen de una variable aleatoria también puede ser un intervalo de R. En
este caso existen funciones que satisfacen algunas propiedades y son tales que podemos escribir la
funcién de distribucién correspondiente a esta variable aleatoria en términos de esta funcion especial.
En este caso tenemos una variable aleatoria continua. Formalmente, una variable aleatoria X es
llamada wariable aleatoria continua si existe una funcién f(-), tal que f(z) > 0, x € R, y tal que

para B C R vale
P(X € B) :/f(;v)d:v
B

La funcién f(-) es llamada funcion de densidad de X.
Como propiedades de esta funcién tenemos:

1. P(X € R) fR de =1,

2. para B = [a,b] C R, tenemos P(XeB)=Pla< X <b) = fabf(x) dx, de donde tenemos que
para a = b, P(X ffxdsz.

3. F(z) = P(X <ux) f fly P(X < z).



Un ejemplo de variable aleatoria continua es la que tiene como imagen un intervalo (a,b) C R,
a < b, y tal que su funcién de densidad es

flz) = z € (a,b).

b—a’

Esta variable aleatoria es conocida como la variable aleatoria con funcion de densidad uniforme en

(a,b) y esto se indica por X 2y (a,b). Note que la funcién de distribucion asociado a esta variable
aleatoria es

0, r<a
F(z)=4 (x—a)/(b—a), a<z<b
1, x > b.

En general, asociamos un nombre a la variable aleatoria de acuerdo con la forma de su funcién
de distribucién. Algunas de las mas conocidas son:

1. Variables aleatorias discretas

a) Variable aleatoria uniforme. Sea X una variable aleatoria discreta con espacio de
estados Sx = {1,2,...,N}. Sea p(k) = P(X = k), k € Sx, su funcién de probilidad.
Si para toda k € Sy se tiene que p(k) = |Sx| = 1/N, donde |A| es la cardinalidad del
conjunto A, entonces X es llamada una variable aleatoria con distribucion uniforme en

Sx, indicada por U(Sx).

b) Variable aleatoria de Bernoulli. Sea X una variable aleatoria que indica el suceso o
el fracaso de un experimento. De esta forma, podemos asociar X = 0 si un fracaso ocurre
y X =1 si ocurre un suceso. Suponga que el experimento sea un suceso con probabilidad
p € [0, 1]. De esta forma, tenemos que la funcién de probabilidad de X esta dada por

B 2 sik=1,
p%)ka>{1—p si k=0,

y la variable aleatoria X es llamada una variable aleatoria con distribucion Bernoulli(p).
Su funcién de distribucién esta dada por

0, six <0
Flz)=¢ 1—-p, si0<z<1
1, siz > 1.

¢) Variable aleatoria Binomial. Considere que un experimento es repetido un nimero n
de veces independientemente y que a cada repeticion el resultado puede ser un suceso con
probabilidad p € [0, 1] y un fracaso con probabilidad (1 — p). Sea X la variable aleatoria
que registra el nimero de veces que un suceso ocurre en las n repeticiones del experimento.
De esta forma, la variable aleatoria X tiene funcién de probabilidad dada por

p(k‘)—P(X—k:)—(Z)pk(l—p)"k, k=0,1,...,n,

y X es llamada una variable aleatoria Binomial con pardmetros n y p y esto sera indicado
por Binomial(n, p).

10



Observacion. Note que una variable aleatoria Bernoulli(p) es una variable aleatoria Bino-
mial (1,p). Adicionalmente, note que para X una variable aleatoria Binomial(n, p),

k n

Y P(X=k) =) ( Z )p’“(l—p)”‘kz p+(1-p]" =1

=1 k=1

d) Variable aleatoria geométrica. Una variable aleatoria X con espacio de estados Sx =
{1,2,...} tiene distribucion geométrica con pardmetro p € (0, 1), indicada por Geométrica(p),
si su funcién de probabilidad es

PX=k=>0-p"'p, k=12,....

Observacion. Una variable aleatoria con distribucién Geométrica(p) es una variable alea-
toria que registra el niimero de repeticiones independientes de un experimento con proba-
bilidad p € (0, 1) de suceso, hasta que se observe es primer suceso. Adicionalmente, note

que
) — BV S p _
;1 P(X =k)= kgl(l p)T = —1=p) 1.

2. Variables aleatorias continuas

a) Variable aleatoria exponencial. Una variable aleatoria X con espacio de estados
Sx = [0,00), tiene funcién de distribucién ezponencial con pardmetro A > 0, indicado
por Exp(A), si su funcién de densidad esta dada por

e siz>0
f(‘”)_{o, six < 0.

/_:f(a:)da::/ooo)\e_’\xda:: 1.

b) Variable aleatoria Beta. Una variable aleatoria X con espacio de estados Sx = (0, 1),
tiene una distribucién Beta con pardmetros o y 3, indicada por Beta(q, /3), si su funcién
de densidad es

Observacion. Note que

FatB) a—1(7 _ \B—1

fla) =4 Tt (1=2)" stz e 0,1)
0, en otro caso,

donde I'(a) = fooo e 2% ! dx es la funcién gama.

c) Variable aleatoria normal. Una variable aleatoria X con espacio de estados R tiene
funcién de distribucién normal con pardmetros p € R y 0 > 0, indicada por N(u,o?), si
su funcion de densidad es

f(z) = \/%U exp [—%} , xeR.

Todos los conceptos vistos hasta ahora con respecto a variables aleatorias pueden ser extrapolados
para dimensiones mayores que uno. Con esto tenemos las versiones correspondientes para vectores
aleatorios. En el caso de vectores aleatorios tenemos la funcion de densidad conjunta que es la

11



funcién de densidad asociada a los vectores aleatorios. De esta forma, para (X7, X, ..., X,,) un vector

aleatorio, la funcién de distribucion conjunta asociada a el es F(xy,29,...,2,) = P(X; < 21, X5 <
To, ..., X, < x,). En el caso continuo la funcion de densidad conjunta, indicada por f(z1,xa, ..., Ty,),
esta dada por
d’I’L
T1, T2, ., Ty) = F(xy,xe,...,2p).
f(@r, ) drydxy ... dx, (21, 22 )

Como consecuencia de la definicion de funciéon de densidad conjunta, tenemos el concepto de
funcion de densidad marginal. Dada una funcién de densidad conjunta f(zq,xs,...,2,), la funcién
de densidad marginal de la i-ésima coordinada es

fl(x) :/ / f(ml,l'g,...,fﬂi,l,l’,xi+1,...,l‘n)dl'ldl'g dxl-,l d$i+1 d:{}n
Sx; 7/ Sx, Sx,,

Observacion. Definiciones similares son validas en el caso que las coordinadas del vector aleatorio
sean variables aleatorias discretas. En este caso integrales son remplazadas por sumas y derivadas
por diferencias.

Duas variables aleatorias X y Y son llamadas independientes si P(X < z,Y < y) = P(X <
x) P(Y <), es decir, la funcién distribucion conjunta de las dos variables aleatorias es el producto de
las respectivas funciones de distribucién. La generalizacion para un nimero K de variables aleatorias
es inmediata.

1.4. Esperanza, varianza y covarianza

Como hemos visto, las variables aleatorias estan muy relacionadas con resultados de experimentos
aleatorios. Sabemos que en los experimentos aleatorios podemos decir cuales los posibles resultados,
pero no podemos decir con seguridad cual serd el resultados en una determinada realizacién del
experimento. Al repetirlo varias veces diferentes resultados pueden ocurrir. De esta forma, un otro
concepto que nos sera de utilidad es el concepto de esperanza matemdtica de una variable aleatoria,
también conocida como la media de esta variable.

La definicién formal de la esperanza de una variable aleatoria es como sigue: sea X una variable
aleatoria con espacio de estados Sx, entonces la esperanza de X, indicada por E(X) esta dada por:

E(X) = Y wesy (), si X es discreta,
(X)= fsx x f(z)dx, si X es continua,

donde p(-) y f(:) son las funciones de probabilidad y densidad, para el caso discreto y continuo,
respectivamente.
Como ejemplos de esperanza de variables aleatorias tenemos:

1. Si X es una variable aleatoria Bernoulli(p), entonces por definicién Sy = {0,1}, p(0) =1—1p
y p(1) = p. De esta forma, E(X)=0xp(0)+1xp(1)=0x (1 —p)+1xp=np.

2. Si X es una variable aleatoria con distribucién uniforme U(a,b), a < b, entonces Sx = (a,b),
f(x)=1/(b—a)siz € (a,b) y f(x) =0, en otro caso. Asi tenemos que E(X) = ffxf(x) dx =
[Pa/(b—a)de = (a+b)/2.

La esperanza de una variable aleatoria tiene varias propiedades que son bastantes ttiles. Algunas
de ellas son:
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(i) Para X una variable aleatoria con esperanza finita y a,b € R, tenemos que es valido

E(aX +b) =aE(X)+0.

(ii) Para X;, i = 1,2,...,n, variables aleatorias tales que E(X;) < co, tenemos que

E (Zn: Xi> = iE(Xi).

Como podemos ver la esperanza matematica de una variable aleatoria nos dice en media cual es
el valor que esta variable aleatoria puede asumir. Otra cantidad de interés cuando queremos describir
el comportamiento de una determinada variable aleatoria es como los resultados varian, en media, al
rededor de la media. Una forma de medir esta variabilidad es a través de lo que llamamos varianza
de la variable aleatoria. Formalmente, tenemos que la varianza de una variable aleatoria X, indicada
por Var(X), esta dada por

Var(X) = B ([X - B(X)?),

donde E(X) es la esperanza de X.

De esta forma, para obtener la varianza de una variable aleatoria, basta obtener la media de la
variable aleatoria [X — E(X )]2 Para hacer esto note que tenemos la siguiente propiedad de esperanza:
para X una variable aleatoria con espacio de estados Sy y ¢(:) una funcién real vale

_ ersx g(z)p(x), siX es discreta,
BlolX) = { fSX g(x) f(x)dx, siX es continua,

donde p(-) y f(-) son las funciones de probabilidad y densidad, para el caso discreto y continuo,
respectivamente.

Observacion. En el caso de vectores aleatorios, definiciones similares aplican, pero ahora las sumas
y las integrales son mutiples.

Una propiedad de la varianza de una variable aleatoria es la siguiente: para X una variable
aleatoria con varianza Var(X) y a,b € R, tenemos que Var(a X + b) = a* Var(X). Esta propiedad es
muy facil de verificar, basta aplicar la definicién directamente.

Una medida para estimar la dependencia entre dos variables aleatorias X y Y es la covarianza
entre X y Y, indicada por Cov(X,Y'). Esta covarianza esta definida por

Cov(X,Y) =E ([X — E(X)][Y — E(Y)]) = E(XY) — E(X)E(Y).

Note que por definicién, si X y Y son independientes, entonces Cov(X,Y) = 0. Para ver esto,
solamente use la definicion de esperanza del producto de dos variables, la propiedad de las funciones
de distribucién y la definiciéon de covarianza.

1.5. Ley de los grandes nimeros

La ley de los grandes niumeros es un resultado que garante que, la llamada media empirica de
una muestra, se aproxime de la media de la variable aleatoria que ger6 la muestra, a la medida que
el tamano de la muestra crece. Para z1, x, . .., x, una muestra (valores observados) provenientes de
una variable aleatoria, la media empirica de esta muestra esta dada por

RN
M:E;xi
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y la vartanza empirica esta dada por

o1y
O'QZEZ(.I'l—M)Q
i=1

Existen varias versiones de la ley de los grandes ntimeros. Presentaremos dos de ellas. Una de
ellas es llamada ley debil de los grandes niumeros y la otra ley fuerte de los grandes niumeros. Los
nombres de “debil” y “fuerte” se refieren a la forma de convergencia que se esta tomando en cuenta.
Las dos versiones son dadas a seguir:

(a) Ley debil de los grandes ntimeros. Sean X;, i = 1,2, ..., una sucesion de variables aleatorias
independientes e identicamente distribuidas con media p = E(X;), entonces para todo € > 0,

vale
, 1 O
7111_)11;0]3(521)(@-—” >e> = 0.
(b) Ley fuerte de los grandes nimeros. Bajo los mismos supuestos de la ley debil de los grandes

nimeros, se tiene que
R
i (JL%EXF“> =1

Dado que la idea general de los métodos de Monte Carlo es aproximar integrales por esperanza
de variables aleatorias apropiadas, esta ley es de utilidad en la hora de aplicarlos.

1.6. Lista de problemas

1. Demostrar que para cualesquiera A, B y C' eventos en un mismo espacio muestral vale:
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+ P(ANBNC).
Sugerencia: usar diagramas de Venn.

2. Suponga que un determinado teste realizado en un laboratorio médico es 95 % efectivo en
detectar una dada enfermedad en el caso de que esta este presente. Sin embargo, el teste
también produce un resultado falso positivo para 1 % de las personas saludables que se someten
al mismo. Si 0.5 % de la poblacién en realidad tiene la enfermedad ;jcudl es la probabilidad que
una persona tenga la enfermedad dado que el teste es positivo?

Sugerencia: defina los eventos A = {persona que realiza el teste tiene la enfermedad} y B =
{teste es positivo}.

3. Sea X una variable aleatoria discreta con espacio de estados Sx = {1,2,3,4} y funcién de
probabilidad p(i) = P(X = i), ¢ € Sx, dada por p(1) = 1/4, p(2) = 1/2, p(3) = 1/8 y
p(4) = 1/8. Hacer la grafica de la funcién de probabilidad, obtener la funcién de distribucion y
hacer su grafica.

4. Demostrar la férmula de Bayes: sean B;, ¢ = 1,2,...,n una particién del espacio muestral Sy
B C § un evento tal que P(B) > 0, entonces
P(B|B;) P(B;
P(B;|B) = =5 (B| B:) P(B:) , 1=1,2,...,n.
Zj:l P(B | Bj) P(Bj)
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. Se sabe que tornillos son producidos en una fabrica de forma que un tornillo defectuoso es
fabricado con probabilidad 0.1. La fabrica vende tornillos en cajas con 10 y ofrece la garantia
de a lo mas un tornillo defectuoso a cada 10. Si existen dos tornillos 0 més en la caja, la fabrica
se compromete a devolver el dinero pagado por la caja jcudl es la proporcion de cajas vendidas
que deberéan tener el dinero de regreso?

Sugerencia: defina la variable aleatoria X = numero de tornillos defectuosos en una caja.
. En una parada de autobus, estos llegan a cada 15min empezando a las 7:00h de la manana.
Si un pasajero llega a la parada en un tiempo que es uniformemente distribuido entre 7:00h y
7:30h, encuentre la probabilidad que espere

a) menos de 5 minutos,

b) mas que 10 minutos.
. El tiempo, en horas, necesario para reparar una maquina es una variable aleatoria con distri-
bucién Exp(0.5).

a) {Cudl es la probabilidad que el reparo dure mas que 2 horas?

b) ;Cudl es la probabilidad que dure mas de 10 horas dado que la duracién excede 9 horas?
. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucicion de Poisson con parametros A > 0 si
su espacio de estados es Sy = {0,1,2,...} y su funcién de probabilidad esta dada por

P(X:k):Fe s

I'ES)(.

Obtenga la media y la varianza de X.
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Capitulo 2

Introduccion a las cadenas de Markov

En este capitulo algunos conceptos basico sobre cadenas de Markov seran presentados. Nos con-
centraremos en el caso mas simple de este tipo de procesos. Presentaremos las definiciones bésicas,
algunas de las propiedades de cadenas de Markov y algunos ejemplos. Este tipo de proceso es la base
para los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov. La informacién aqui puede ser encontrada
en Ross (2009) y Karlin y Taylor (1975).

2.1. Definiciones basicas

Las cadenas de Markov son secuencias de variables aleatorias que satisfacen ciertas propiedades.
De entre ellas tenemos que el espacio de estados de las variables, componiendo esta secuencia, es un
estado finito o infinito numerable y es el mismo para todas las variables en la secuencia. Este espacio
de estados sera denotado por S. Adicionalmente, esta secuencia tiene un conjunto de valores que la
indexara. Este conjunto de indices sera denotado por Ty puede ser un subconjunto de los niimero
enteros o un subintervalo de R. En el caso que 7" seja un subintervalo de R se dice que la cadena de
Markov es continua en el tiempo o simplemente continua. En el caso de que T" sea un subconjunto de
los niimero enteros, se dice que la cadena de Markov es discreta en el tiempo o simplemente discreta.

De esta forma, una cadena de Markov con espacio de estados comun S, y conjunto de indices T’
es una secuencia de variables aleatorias, indicada por X = {X; : t € T}, que satisface la siguiente
propiedad (llamada propiedad de Markov): para ig, iy, ...,0,-2,5,] € Sy tg<t3 <+ <tpo<s<
teT, vale

P(Xt:j|Xt0 :iO,th :le,...7th72 :in_Q,XSZZ.):P(Xt:j|X5:i>,

es decir, dado el valor de la cadena al tiempo presente, el pasado y el futuro son independientes.
Observacion. Estaremos considerando solamente cadenas de Markov con espacio de estados finito
y 1" un subconjunto de los enteros positivos.
En el caso considerado aqui, a la probabilidad de Markov serd indicada de la siguiente forma:
para para ig, i1, ...,0,_1,%,j € S vale

P(Xn+m:j|XO:i07X1 :Z‘la---aXn—l :in—laXn:i) :P(Xn+m:j|Xn:Z)a

y la probabilidad condicional P(X,,, = j|X, = i) serd llamada probabilidad de transicion en m
pasos y la indicaremos por Pi(f’wm), 1,7 €S, n,m € T. En el caso que esta probabilidad no dependa
del valor de n, pero solamente de la diferencia m, X serd llamada homogénea en el tiempo y las

probabilidades de transicién en m pasos seran indicada por Pi(]m), 1,7 €S, meT. Cuando m = 1,
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entonces las probabilidades de transiciéon en m %t)aso seran llamada solamente de probabilidades de
transicion. Note =0,t PO =1, sii=jyPY=0sii#j
: que para n = 0, tenemos que P;;” =1,sii =7y P’ =0,sii# j.
Observacion. Estaremos solamente considerando cadenas homogéneas en el tiempo.

La matrix P(™ = (Pi(»m)> < es llamada matriz de transicion en m pasos de X. Cuando m = 1,
ije

tenemos que P = (Fj;), .4 es llamada matriz de transicion de X.
Como ejemplos de cadenas de Markov tenemos lo siguiente:

1. Modelo de Wright-Fisher. El modelo de Wright-Fisher es un modelo estocastico para des-
cribir la evolucién de una poblacién. La dindmica considerada es como sigue: considere una
poblacién de tamano fijo N. Suponga que en esta poblacién existan dos tipos de individuos,
rotulados Tipo I'y Tipo II. Sea X = {X,, : n=0,1,...} la secuencia de variables aleatorias
que registra el nimero de individuos de Tipo [ en la poblacion a lo largo del tiempo. De esta
forma, X,, indica el nimero de individuos de Tipo I en la generacién n.

La dindmica de reproducién de la poblacién es como sigue: a cada unidad de tiempo (generacién)
individuos son independiente y uniformemente seleccionados para reproducir un descendiente.
La produccién de individuos continua hasta que N descendientes sean producidos. En este
momento, la generacion de progenitores es sustituida por la generacion de los descendientes y
el proceso comienza novamente.

Dado la naturaleza del proceso de reproduccion es facil ver que X es una cadena de Markov.
El espacio de estados es S = {0, 1,..., N} y las probabilidades de transicién son

oo (1) () ()

para todas 7,j € S.

2. Sistema auto-organizador. Considere que tenemos N objetos rotulados 1,2, ..., N, guarda-
dos en una lista en un determinado orden. A cada unidad de tiempo, un objeto es seleccionado
para ser utilizado y después es regresado a la lista una posicién mas cercana del lado izquierdo
de la misma. Suponga que la bisqueda del objeto solicitados comienza en el lado izquierdo
de la lista y que la seleccion del objeto es realizada independientemente del pasado. Asuma
que el objeto con rétulo ¢ es seleccionado con probabilidad p;, p; > 0y Zfil p; = 1. Sea
X ={X, : n=0,1,...} la secuencia de variables aleatorias donde X,, registra la composicién
de la lista después que el n-ésimo pedido por un objeto es realizado y éste es regresado a la
lista. Note que el espacio de estados de X es el conjunto de todas posibles listas con N objetos,
dando un conjunto con N! elementos.

Para N = 3, tenemos que S = {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}. Adicio-
nalmente, si al tiempo n tenemos X, = (1,2,3) y si el objeto de rétulo 3 es seleccionado,
entonces tenemos X, 11 = (1,3,2), si en el préximo paso el objeto seleccionado es 1, entonces
Xni2 = (1,3,2), y asi por delante.

Note que el estado futuro de la cadena sélo depende del estado presente. Asi que X es una
cadena de Markov y su matrix de transiciéon esta dada por

P (Xp+1 = (11,12, 03) | Xy, = (2,91, 13)) = Diy,

Yy €s cero en otro caso.
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El estado de una cadena de Markov al tiempo cero es llamado estado inicial. La distribucién de
una cadena de Markov X al tiempo cero es llamada dsitribucion inicial de X y esta dada por

para toda x € S.
Para S el espacio de estado de una cadena de Markov X, al conjunto de ntimeros indicados por
{m(x), z € S}, tal que

_ > yes T(Y) Pya
m(x) = { erzﬂ(f) ey (2.1)

le llamamos distribucion estacionaria de X. El sistema de ecuaciones (2.1) es llamado ecuaciones de
equilibrio total.

Como un ejemplo de la distribucién estacionaria de una cadena de Markov, considere X = {X,, :
n=0,1,...}, con espacio de estados S = {0, 1,2} y con matriz de transicién

1/2 1/2 0
P=11/3 1/3 1/3 |. (2.2)
1/4 1/2 1/4

Para encontrar la distribucion estacionaria de X basta encontrar la solucién del siguiente sistema de
ecuaciones

1/2 1/2 0
(r(0),7(1),7(2)) = (7(0),7(1),x(2)) | 1/3 1/3 1/3
1/4 1/2 1/4

sujeto a w(0) + 7(1) +7(2) = 1, es decir, encontrar la solucién de

r+y+z =1
St+iy+iz =y
R

que es m(0) = 8/21, (1) = 3/7 y w(2) = 4/21.
Para una cadena de Markov X con espacio de estados S y matriz de transicién en n pasos

ij ij
distribucion limite de X.

Este concepto de distribuciéon limite asi como condiciones para su existencia, seran de importancia
al utilizarmos los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov. Usando la ley de los grandes
nimero conjuntamente con este concepto, nos dice el porqué tiene sentido usar métodos de Monte
Carlo via cadenas de Markov para estimar valores de integrales y series.

P = (P'(.n)> r tome i,7 € S, si el limite lfm,_,., P existe, a la funcién lfmite la llamaremos
ije
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2.2. Clasificacion de los estados de una cadena de Markov

Algunas de las condiciones para la existencia de una distribucion limite estan relacionadas con
el comportamiento de los estados de una cadena de Markov. De esta forma, necesitamos una forma
de clasificar los estados de acuerdo con sus propiedades. Algunos de los conceptos que se necesitaran
esta dados a seguir.

Decimos que un estado 7 € S es accesible a partir de un estado i € S, si existe n > 0 tal que
Pi(jn) > (. Si 7 es accesible a partir de j y vice-versa, decimos que los estados i y j se comunican.

Por ejemplo, el el caso de la cadena de Markov con matriz de transicién (2.2) tenemos que los
estados 0 y 1, se comunican dado que Py; =1/2 >0y Py = 1/3 > 0. Por lo tanto, existen n; =1y
ny = 1 tales que P >0y Py > 0.

El periodo de un estado i de una cadena de Markov, indicado por d(i), es definido por

d(i) = m.cd{n >1: Pz(zn) > 0}

donde m.c.d. es el maximo comtn divisor. Cuando d(i) = 1, decimos que i es aperiddico.

En el caso de la cadena de Markov con matriz de transiciéon (2.2) vemos que el estado 2 es
aperiddico dado que pay = 1/4 >0

La condicién para que la distribucion limite de una cadena de Markov exista es que la cadena sea,
lo que se conoce por, una cadena ergodica. Para definir lo que es esta cadena, necesitamos primeiro
de una otra definicén, la definicién de estado recurrente positivo. Una forma de definir un estado
recurrente positivo es la siguiente: sea X una cadena de Markov con espacio de estados S. Un estado
1 € S es llamado recurrente positivo si al empezar en el estado ¢ la esperanza del tiempo de retorno
a 1 es finito.

Formalmente, tenemos que un estado ¢ es llamado recurrente si

P(X,, =i paraalgunan > 1| X, =1) =1,

si esta probabilidad es estrictamente menor que uno, entonces el estado es llamado transitorio

Note que la por la propiedad de Markov (falta de memoria), el concepto de recurrencia de un
estado, indica que al salir del estado 4, con ¢ recurrente, la cadena regresara a este estado un niimero
infinito de veces con probabilidad uno. En el caso de la transitoriedad, para ¢ transitorio, existe una
probabilidad positiva que la cadena jamés regrese a ¢ dado que la cadena partié d . De los estados
recurrentes existen los que son llamado recurrentes nulos los que son llamados recurrentes positivos.
La clasificacién entre estes dos tipos de recurrencia depende de lo que se conoce como el tiempo medio
de retorno al estado.

El tiempo medio de retorno de un estado i esta dado por

o0 o .
Yoo n fi(n), siiesrecurrente
00, si ¢ es transitorio,

donde T;; = min{n > 1 : X,, = i| Xy = i} es el tiempo de primer regreso a i y fi(n) = P(X, =
i, Xp i, k=1,2,...,n—1| Xy =1) es la distribucién de este tiempo de regreso.

Un estado recurrente ¢ es llamado recurrente positivo si p; < oco. En el caso que p; = oo, el
estado ¢ es llamado recurrente nulo.

Un estado es llamado ergddico si es recurrente positivo y aperiddico. Una cadena de Markov es
llamada ergodica si todos sus estados son recurrentes positivos y aperidédicos, y todos sus estados se
comunican entre si.
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2.3. Resultados basicos

Para poder verificar si una cadena de Markov es ergédica usando las definiciones de los tipos de
estados puede ser una tarea un poco compleja. Sin embargo, existen algunos resultados que hacen
con que esta verificacion sea bastante sencilla, principalmente en el caso de cadenas de Markov con
espacio de estados finitos, que es el tipo de espacio de estados que estaremos considerando en estas
notas.

En esta seccién estaremos presentando tanto algunos resultados como propiedades basicas de las
cadenas de Markov que seran de utilidad para comprovar el uso de los métodos de Monte Carlo via
cadenas de Markov en la aproximacién de integrales y series.

El primero resultado es llamado ecuaciones de Chapman-Kolmogorov. Este conjunto de ecuaciones
auxilian en el cédlculo de las probabilidades de transicion en n pasos y con esto poder verificar el
periodo de un estado, la comunicacién entre ellos y la recurrencia positiva.

Teorema. (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov) Sea X una cadena de Markov con espacio

de estados S y matriz de transicién en m pasos P(™ = (Pi(m)> , entonces para toda i,j € .S,
ijes

m >0y 0 <r <m, se tiene que,
(m) _ (r) p(m—r)
Py = PP
kesS
Demostracion. Por definicion se tiene que

P = P(X,, = j| Xo =1i).

ij
Usando propiedades de probabilidades conjunta y marginal, tenemos,
P = P(Xp=j|Xo=1) =Y P(Xp=j, X, = k| Xo=1),
kes
y usando la definicién de probabilidad condicional, podemos escribir
Y P(Xp=5X, =k|Xg=i)=> P(Xp=j|X, =k Xo=i)P(X, =k| X, =1).
kes kes

Por la propiedad de Markov, se tiene que
P(X,=j| X, =k, Xo=1)=P(X,,=7| X, =k),

y el resultados sigue.

De las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, tenemos que para S finito, P = P™ donde P™ es
la matriz de transicion P a su m-ésima potencia, es decir, podemos obtener la matriz de transicién
en m passos, multiplicando la matriz de transicion de un paso por ella misma, m veces.

Proposicion. Sea S el espacio de estados de una cadena de Markov X. Entonces:

(i) sii € S es recurrente positivo e i and j € S se comunican, entonces j es recurrente positivo,

(ii) si ¢ € S tiene periodo d e i and j € S se comunican, entonces j también tiene periodo d.
Demostracion. Ver Ross (2009) y Karlin y Taylor (1975).
Teorema. Sea X una cadena de Markov con espacio de estados S y matriz de transiciéon en m
pasos P = (PZ(Jm)) . Si X es una cadena ergddica, entonces el limite lim,, Pi(jm) existe, es
ijes
unico, estrictamente positivo y no depende del estado inicial i. Adicionalmente,

lim P = 7(7),
m—0o0

)
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donde {m(i) : i € S} es la distribucién estacionaria de X.

Demostracion. Ver Karlin y Taylor (1975) y Ross(2009).

Este resultado garantiza que para una cadena ergddica, la distribucién limite existe, es tnica y
coincide con la distribucién estacionaria de la cadena. Sin embargo, la existencia de la distribucion
estacionaria 7(-) de una cadena, en general, no implica en la existencia de la distribucién limite
para esta cadena. Un caso donde esto pasa es el siguiente: sea X una cadena con espacio de estados
S ={1,2} y tal que su matriz de transicién esta dada por

0 1
p- ( 0! ) |
En este caso la distribucién estacionaria {m(1),7(2)} esta dada por (1) = 7(2) = 1/2, dado que
esta es la solucion del sistema de ecuaciones

{ (7)) = Dies (1) By
Yoiesm(i) =1

Asi que, por definicion, la distribucién estacionaria de esta cadena existe. Sin embargo, la distri-
bucién limite no. Para ver esto note que, paran = 1,2,3, ... vale,

10 0 1
(2n) __ (2n+1) _

Por lo tanto, dependiendo si n es par o impar, tenemos un valor diferente para el limite lim,, Pi(;l).
De esta forma, el limite no existe y por lo tanto no existe la distribucién limite.

Observacion. Algunas de las condiciones que deben ser verificadas para poder clasificar una cadena
como ergddica o no, pueden no ser tan directas de verificar, como por ejemplo, la recurrencia positiva.
Sin embargo, en el caso de espacio de estados finito esto se simplifica. Basta verificar si todos los
estados de la cadena se comunican y si ellos son aperiddicos. La propiedad de recurrencia positiva
es inmediata, dado que para una cadena con espacio de estados finitos, por lo menos unos de los
estados tiene que ser recurrente, y este estado es recurrente positivo (ver Ross, 2009). Dado que la
recurrencia es una propiedad de clase, todos los estados son recurrentes positivos (por la comunicacién
entre todos los estados). La aperiodicidad de todos los estados también es consecuencia inmediata
de la comunicacion entre ellos y del hecho que esta también es una propiedad de clase.

2.4. Cadenas reversibles en el tiempo

En la seccién 2.2 algunas propiedades de las cadenas de Makov fueron presentadas. También fue
presentado el concepto de cadena ergddica que garantiza la convergencia de la distribucion de m
pasos de una cadena de Markov para su distribucién estacionaria. Sin embargo, aunque se tenga el
sistema de ecuaciones que deben ser resueltas para obtener la expresion de esta distribucion limite
(cuando existe), en algunos casos particulares esta distribucién puede ser obtenida de una forma mas
sencilla. Uno de estos casos es el de las cadenas reversibles en el tiempo.

Antes de definir una cadena reversible en el tiempo, necesitamos del concepto de cadena reversa en
el tiempo. Para definir una cadena reversa en el tiempo, considere una cadena de Markov X = {X,, :
...,—2,—1,0,1,2,...}, con espacio de estados S, matriz de transicién P = (Pij)i’jes, y distribucion
estacionaria {7(i) : i € S}. Suponga que X ya se encuentre en el estado estacionario, es decir,
P(X, =j)=mn(j),j €S. Defina la cadena X* = {X} : ..., —2,—1,0,1,2,...}, tal que si X} = X,
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entonces X, = X,,_;. Esta cadena X* es una cadena de Markov (para verificar esta afirmacién
basta usar la definicién de X* y la propiedad de Markov de X') con el mismo espacio de estados de
X y cuya matriz de transicion P* = (P;;)we s dada por

pr = "W B
ow()
Adicionalmente, X* también tiene distribucién estacionaria {m(i) : i € S} (para verificar esta
afirmacién basta usar las respectivas definiciones y la propiedad de Markov). La cadena X* es llamada
cadena de Markov reversa en el tiempo con respecto a P.

Si P, = Pjj, entonces la cadena X es llamada reversible en el tiempo. Note que la condicién de
reversibilidad puede ser traducida a

i,j€S.

(1) Bij = m(4) Py,
para toda i, j € S. Este sistema de ecuaciones es llamado ecuaciones detalladas de equilibrio.

Un resultado de bastante utilidad que esta relacionado con estas ecuaciones detalladas de equili-
brio es el siguiente:

Proposicion. La funcién de distribucion {7 (i) : i € S} es la distribucién estacionaria de una
cadena de Markov X reversible en el tiempo, con matriz de transiciéon P = (Pﬂ)” cg Si, y sélo si, las
ecuaciones detalladas de equilibrio son satisfechas.

Demostracion. Basta utilizar las definiciones de cadena reversible en el tiempo y distribucién
estacionaria.

Por lo tanto, para saber si una distribucién {7 (i) : ¢ € S} es la distribucién estacionaria de una
cadena de Markov X reversible en el tiempo con matriz de transicién P = (P;), ;¢ basta verificar
si las ecuaciones detalladas de equilibrio son satisfechas.

Como un ejemplo de una cadena de Markov reversible tenemos la cadena que registra la compo-
sicion de la lista de objetos en el sistema auto-organizador. En aquél caso la distribucion estacionaria
esta dada por

S 1
7T((11,12,Z3)) = Ep?l 1%22 Piy

donde ¢ = ) ¢ 7(a) es la constante normalizadora.

Ademas de los conceptos, definiciones y propiedades presentadas aqui, existe mucho mas infor-
macién al respecto de las cadenas de Markov. Aqui solamente consideramos el caso donde el espacio
de estados es finito. Cuando tratamos de espacio de estados infinitos numerables, verificar algunas
de las propiedades de las cadenas de Markov, en general, puede no ser tan sencillo.

2.5. Lista de problemas

1. Modelo de Moran. Considere una poblaciéon de tamano fijo N que consta de dos tipos de
individuos A; y A, que evoluciona segundo la siguiente regla: a cada unidad de tiempo, inde-
pendientemente de los eventos pasados, un individuo es uniformemente e independientemente
seleccionado para reproducir y un individuo es uniformemente e independientemente seleccio-
nado para morir. El individuo que es producido remplaza el individuo que muere. Suponga que
con una probabilidad +; un individuo de tipo A; produce un mutante de tipo A, y que con
probabilidad =, un individuo de tipo A, produce un mutante de tipo A;. Defina la variable
aleatoria X,, como la variable que registra el niimero de individuos de tipo A; al tiempo n. Indi-
que por X ={X,, : n=0,1,...} la cadena de Markov formada por estas variables aleatorias.
Obter el espacio de estados de X y sus probabilidades de transicién.
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2. Considere una cadena de Markov X con espacio de estados S = {1,2,3} y con matriz de
transiciéon dada por
0,9 0,075 0,025
P=1 015 08 0,05
0,25 0,25 05

a) Obtenga la distribucién estacionaria {m(i) : i € S} de esta cadena.

b) Esla cadena X ergddica? Sino es ergddica, justificar su respuesta. Si es ergddica, justificar
su respuesta y obtener la distribucién limite usando la definicién de distribucion limite.

3. Demuestre que la funcion de distribucion {7 (i) : i € S} es la distribucién estacionaria de una
cadena de Markov X, reversible en el tiempo con matriz de transicién P = (Pj;), ;. si, y sélo
si, las ecuaciones detalladas de equilibrio son satisfechas.

4. Determine cuales estados se comunican entre si y cual es el periodo de cada uno de ellos para
la cadena de Markov con matriz de transicién

0 0 1
1 0 0
1/2 1/2 0
1/3 1/3 1/3

P—

o O OO

5. Considere una cadena de Markov que clasifica el cambio en la humedad del aire. El valor cero
es asignado si esta seco y valor uno es asignado se esta humedo. Sea X,, la variable aleatoria
que indica si en el n-ésimo dia tenemos un dia himedo o un dia seco. Obtenga el espacio de
estados de X ={X,, : n=0,1,...}. Suponga que la matriz de transicién de X es

p=(1 )

Obtenga la distribucién limite y la distribucién estacionaria de X. ; Es la cadena X ergddica?
Justifique su respuesta.

6. Sea X una cadena de Markov con espacio de estados S = {0, 1,2} y vector de probabilidad
inicial dado por my = (mo(0), (1), m0(2)) = (1/4,1/2,1/4) y matriz de transicién

1/4 3/4 0
P = 1/3 1/3 1/3
0 1/4 2/4
Calcule:
CL) P(XOZO,Xlz]_,XQZ]_).
b) Py
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Capitulo 3

Métodos de Monte Carlo

Algunos de los resultados presentados aqui pueden ser encontrados en Robert y Casella (1999)
entre otros.
Los métodos de Monte Carlo son utilizados para aproximar integrales del tipo

/ o(0) f(z)dz, SCR
S

o series del tipo

S g(@)p(z), SC{..,~2,-1,0,1,2,...}

zE€S

donde ¢(-) es una funcién con dominio S y con imagen un subconjunto de los nimeros reales,
f:9S—=>R, p:S—R,con f(x) >0, g(x) >0, z € S, tal que la integral (serie) es finita. (El caso
multidimensional es similar.)

Si f(-) y g(-) son tales que
/Sf(x)dx <00y Zp(a:) < 00
S
entonces podemos normalizarlas por constantes ¢y y ¢,, respectivamente, de forma que
M dr=1 'y Z M =1,
s Cf 5 O

entonces el siguiente es valido.

Para f: S — R tal que |, s f(z)dr =1, existe una variable aleatoria X con espacio de estados S
con f es su funcién de densidad y tal que para toda g : S — R, g(X) es un variable aleatoria con
Js9(x) f(x)dz < oo (Billingsley, 1995). De esta forma podemos escribir

B [g(X)] = / o(z) f(z) d.

Similar argumentacion es vélida en el caso de la serie.
Por lo tanto, tanto en el caso de la integral como en el caso de la serie, por la ley de los grandes
numeros tenemos que para M suficientemente grande

Blg(X)] ~ 17 > o(r)

=1
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donde z;, i = 1,2,..., M es una muestra de valores generados a partir de f(-).

Observacion. De ahora en delante vamos a estar describiendo el procedimiento para el caso de
integrales, pero el mismo es vélido para el caso de series.

En general, lo que se quiere es calcular una integral de la forma

/S o(z) dz.

Para realizar este cdlculo también usaremos la relacion que existe entre esperanza de una variable
aleatoria e integrales. De esta forma, considere X una variable aleatoria con funciéon de densidad
f:9—=>Ryseag:S— Rtal que Z = g(X)/f(X) es una variable aleatoria, es decir, f(z) > 0 and
{wesS : g(X(w)/f(X(w)) <z} € F (la o-dlgebra asociada al espacio muestral de X). En este

caso, podemos escribir (z) (X)
Jowydz= [ 45 pwyar = [%] |

Asi que por la ley de los grandes nimeros tenemos que para M suficientemente grande
M

X 1
B [M} ~ Ly

donde z;, i = 1,2,..., M es una muestra de valores generados a partir de f(-).

Por lo tanto, vemos que todo se reduce en obtener una muestra de valores simulados a partir de
una funcién de distribucién adecuada y usar la ley de los grandes niimeros para aproximar la integral
(serie) deseada. De esta forma, necesitamos un algoritmo para generar estes valores. En general, los
paquetes de computo tienen rutinas que permiten simular valores de un gran ntimero de funciones
de distribucién. Una de estas distribuciones es la uniforme en el intervalo [0, 1]. Con esta funcién de
distribucién es posible simular valores de otras funciones de distribucion mas generales. Algunos de
los métodos utilizados son dados en la siguiente seccion.

g(;)
f ()

3.1. Generacion de numeros aleatorios

En esta seccién vamos a proporcionar algunos algoritmos bésicos para simular valores a partir de
una funcién de distribucién en particular. Los algoritmos son generales y algunos de ellos pueden ser
utilizados para muestrar valores de cualquier funcién de distribucién para la cual se puede obtener
la funcion inversa, tanto la inversa usual, como la llamada inversa generalizada.

1. Uniforme(0,1) - generador recursivo multiple. Este generador es un generados pseudo-
aleatorio que es utilizado como base para la obtencion de los valores uniformemente distribuidos
en (0,1). Tome a;, i =1,2,..., K valores en Z,, el conjunto de los enteros médulo m, es decir,
Zm =40,1,2,...,m}. Suponga que ya tengamos x, 1, %, 2, ..., Tn_k, entonces el valor z, es
obtenido de la siguiente forma

T, = (a1 2y 1+ -+ ag x,_)mod(m).

Los valores uniformes generados son w, = x,/m. Este generador tiene un ciclo de tamafo
p = m® — 1. Por lo tanto, tenemos que tomar m de forma que la p sea lo més grande posible.
Adicionalmente, se toma m un nimero primo muy grande.
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Muchos programas de cémputo traen un generador de ntimeros aleatorios con distribucién uni-
forme. De esta forma, basta usar uno de ellos y, para una funcién de densidad o de probabilidad
mas general, usar uno de los siguientes algoritmos.

. Variable aleatoria discreta X con funcién de probabilidad p,, & € Sx. Sea Sy =
{ag, a1, ...}, donde los elementos son ordenados de forma que a; < a;41, 1 =0,1,...,y P(X =
a) =pr >0, k=0,1,... con > 2~ pr = 1. Queremos generar valores a partir de la funcién de
probabilidad p = {px : k=0,1,...}. Sea F(-) la funcién de distribucién asociada a p, entonces

por definicién tenemos que
k

F(k)=P(X <a)=> p.
=0

Para generar una muestra con funcién de distribuciéon p proceda como sigue:

a) genere un valor u con distribucién U(0, 1),

b) atribuya valor a; a X si
F(k—1) <u<F(k),

¢) repetir (a) y (b) hasta que se complete el tamano de muestra deseado.

Este procedimiento genera una muestra de valores para cualquier funcion de probabilidad. Las
distribuciones discretas mas conocidas se encuentran programadas en varios de los paquetes de
coOmputo.

. Funcién de distribucién con inversa usual. Sea F(-) la funcién de distribucién de una
variable aleatoria X tal que su inversa usual F~!(-) existe. Para generar valores de una muestra
a partir de esta funcién de distribucién, basta utilizar el siguiente algoritmo:

a) genere un valor u con distribucién U(0, 1),
b) atribuya valor F~!(u) a X,

c) repetir (a) y (b) hasta que se complete la muestra del tamafio deseado.

Usando la definicién y propiedades de funcién de distribucién, de distribucién U(0,1), y de
funcion inversa, se puede demostrar que los valores de X generados de esta forma tiene la
funcion de distribucion F(-), es decir, P(X < x) = F(x).

Para muchas de las funciones de distribuciéon con una inversa usual, el cédigo utilizado para
gerar valores a partir de ellas estan programados en varios paquetes de computo.

. Funcién de distribucion sin inversa usual. Sea X una variable aleatoria con funcién
de distribucién F(-) que es una funcién sin la inversa usual. En este caso usaremos la inversa
generalizada de F'(+), que es definida de la siguiente forma: para u € [0, 1], la inversa generalizada
de F(-) esta dada por

F~'u) =imf{r €R : F(x) > u}.

Note que, cuando X es tal que su funcién de distribucion es una funcién continua, la inversa
generalizada coincide con a inversa usual. Asi que para generar valores de X a partir de F(+),
basta seguir el algoritmo dado para el caso da inversa usual, s6lo que ahora usando a inversa
generalizada.
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5. Aceptaciéon/Rechazo. Este es uno de los métodos que pueden ser utilizados cuando no se
puede generar una muestra con una distribucién deseada utilizando los métodos (1), (2), (3) vy
(4) presentados arriba.

Para utilizar este algoritmo y generar una muestra de valores de una variable aleatoria X con
funcién de distribucién F(-) y funcién de densidad (probabilidad) f(-), proceda de la siguiente
forma: tome ¢(-) una funcién de densidad con funcién de distribucién G(-) tal que para x en
el soporte de f(+), f(z) < M g(z), para alguna constante M, y tal que generar una muestra de
valores con distribuciéon G(-) es relativamente facil. Entonces,

a) genere independientemente un valor y de la variable aleatoria Y con funcién de densidad
g(+) y un valor u de la variable aleatoria U con distribucién U(0, 1),
b) si
w< AW |
M g(y)

entonces defina X = y, caso contrario regrese al paso (a).

Ademas existen otras formas de poder generar valores a partir de una funcién de distribucion de
interés, pero aqui sélo vamos a considerar los tipos dados en (1), (2), (3), (4) y (5) dados arriba.

Por lo tanto, cuando la funcién g¢(-) es tal que su dominio y su forma, hace con que sea facil
encontrar una funcién de distribucién tal que podemos generar valores de ella de forma sencilla,
aproximar la integral de g(-) es algo sencillo. El problema aparece quando la forma de g(-) hace
con que la funcion de densidad de la cual es necesario generar valores sea una funcion complicada o
entonces el dominio de g(-) es muy grande o entonces g(-) es multivariada. En este caso, una posible
solucion es utilizar los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov.

3.2. Meétodos de Monte Carlo via cadenas de Markov

Los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov son utilizados cuando queremos obtener
una muestra de valores generados a partir de una funcién de densidad (probabilidad) que tiene la
siguiente forma

h(z)
() = —=
c
teniendo como dominio un conjunto S, donde h(-) es una funcién com forma conocida y ¢ es la
constante normalizadora, es decir, ¢ es tal que

/Sm) do = 1.

Algunos de los casos donde los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov son de utilidad
son cuando el espacio de estados S es muy grande haciendo con que la constante ¢ no sea facil
de calcularse, o cuando h(-) es multidimensional y no existe un algoritmo implementado en algin
paquete que se pueda usar para simular valores, o cuando la forma de h(-) es conocida pero no puede
ser identificada con alguna funcién de densidad (probabilidad) conocida que se pueda utilizar como
forma de obtener valores muestreados que simulan los que son producidos por la funcién h(:).

Cuando usamos los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov el objetivo es construir una
cadena (proceso) de Markov ergédico con espacio de estados S y distribucién limite (estacionaria)
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{m(z) : x € S}. Por lo tanto, lo que tiene que ser construido es una cadena de Markov X = {X,, :

n =0,1,2,...,} con espacio de estados el dominio de h(-), es decir, el conjunto S, tal que X sea

(n)

ergédica y tal que para Py,’, z,y € S las probabilidades de transicién en n pasos de X, tengamos

lim PQEZ) = lim P(X,, =y| Xo=12) =7(y),

n—o0 n—o0

para toda x,y € S. De esta forma, tenemos que existe una n* tal que
P(X,=z)~mn(z), x€S,

para toda n > n*.

Con esto surge un nuevo problema que es estimar el valor de n* adecuado. Existen varios méto-
dos para poder realizar esta tarea. Muchos de los programas de cémputo que son utilizados para
estimar parametros de modelos utilizando la estaditica Bayesiana, poseen varias rutinas para testar
la convergencia a la distribucién limite de una cadena de Markov. En esta clase de programas esta
el “R”. En el paquete CODA estéan programados los testes mas utilizados.

En el préoximo capitulo algunos de los algoritmos de Monte Carlo via cadenas de Markov seran
presentados.

3.3. Lista de problemas

1. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucién geométrica con parametro p € (0, 1),

denotado por X z Geométrica(p), si su funcién de probabilidad esta dada por

oy _{A=p) T k=12,
P(X—k)—pk_{o’ en otro caso.

Un algoritmo utilizado para generar variables aleatorias con distribucion Geométrica(p) es:
genere valores uy, ug, . .. a partir de una U(0, 1) hasta que el valor generado es menor o igual a
p. Demuestre que la variable aleatoria X que cuenta el nimero de valores generados hasta que
se obtenga un valor menor o igual a p tiene distribucién Geométrica(p).

2. Una variable aleatoria X tiene distribucién exponencial con parametro A > 0, indicado por
xZ Exp(A), si su funcién de densidad esta dada por

() :{ e x>0

0, en otro caso.

Usando el método de la funcién inversa, demuestre que la variable aleatoria X definida por

X = _i 10g(U>,

donde U 2 U (0, 1), tiene distribucién Exp(A).

3. Decimos que una variable aleatoria X tiene distribucion gama con parametros a > 0y 8 > 0,

indicado por X 2 Gama(a, ), si su funcién de densidad esta dada por

f(x) = { (B*/T(a))z*te Pe x>0

0, en otro caso,
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donde
(= 1), si a es un valor entero,
(o) = [Pz e~ dx, en otro caso
0 ) )

es la funcién gama. Sea Y 2 Gama(a, 1). Demuestre, usando la definicién de funcién de distri-
bucién, que la variable aleatoria definida por X = Y/f tiene distribucién Gama(a, f3).
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Capitulo 4

Algoritmos

En este capitulo algunos de los algoritmos que pueden ser utilizados para generar valores a partir
de una funcién distribucion a través de una cadena de Markov, seran presentados. Existen varios
otros, y algunos de ellos son variantes de los que seran presentados aqui (ver por ejemplo Robert y
Casella, 1999). Los métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov empezaron a ser mas conocidos
después de la publicacién del articulo de Hastings (1970). En aquél trabajo, una generalizacién
del algoritmo propuesto por Metropolis y Ulam (1949) y Metropolis et al. (1953) fue presentado.
El algoritmo original de Metropolis y co-autores, fue utilizado para estudiar problemas en el area
de fisica. Este algoritmo asi como el conocido algoritmo de Metropolis-Hastings estan dados en la
siguientes secciones.

Aunque estamos considerando solamente cadenas de Markov con espacio de estados finitos (o
distribuciones con dominio un conjunto finito), en problemas reales el espacio de estados puede ser
mas general. En este caso, definiciones mas generales para ergodicidad deben ser consideradas.

4.1. Algoritmo de Metropolis

Como hemos comentado, el objetivo es construir una cadena de Markov ergédica cuya distribucion
limite es la distribucion de donde queremos muestrear valores. La forma utilizada por el algoritmo
de Metropolis es la siguiente: sea S el espacio de estados de la funcién h(-) (definida en al capitulo
3). Este conjunto S serd el espacio de estados de la cadena a ser construida. Sea {m(z) : z € S} la
distribucion de la cual queremos simular valores.

Para empezar, debemos conseguir una matriz estocdstica (transicién) ¢ = (wa)x,ye g con Qgy >
0, x,y € S, vy tal que dado = € S es relativamente facil gerar valores y € S a partir de Q...
Adicionalmente, () debe ser tal que 0z = Qys, es decir, debemos tomar matrices simétricas (esta
ultima condicién serd eliminada en el caso del algoritmo de Metropolis-Hastings).

La descripcion del algoritmo es como sigue:

(a) Tome Xy = (¥ obtenido del espacio de estado de acuerdo a alguna distribucion,

(b) Para n = 1,2,..., suponga que el estado de la cadena es X,_; = z(" 1),

(i) gere y € S a partir de @, m-1).

a(z" Y y) = min {1, ﬂ}

7(z(=1)

(ii) calcule
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(iii) haga
e (n—l)
_ . _ )Y con probabilidad «(z ,Y)
An=2 { 21D en otro caso.

Observacion. Note que con la construccion descrita arriba, la constante normalizadora ¢ no aparece
en la formulacién. De esta forma, para utilizar este algoritmo basta tener la forma de A(-) y la matriz
Q.

Proposicion (*). La cadena de Markov X = {X,, : n = 0,1,2...} construida a través del
algoritmo de Metropolis es una cadena ergddica reversible, con espacio de estados S, matriz de
transicién P = (Pyy), ¢ dada por:

P :{ sza(xvy)a y?’éx
o QLUI + Zy;éz wa [1 - a(m,y)], r=y,

y distribucién estacionaria {mw(z) : = € S}.

Demostracion. Dejado como uno de los problemas a serem resueltos (ver Problema 1 de la lista
de problemas al final de este capitulo).

Observacion. Note que si el y € S que es generado a partir de @,. es tal que 7(y)/m(x) > 1,
entonces el algoritmo acepta el nuevo valor y la cadena cambia para este nuevo valor y. En el caso
que 7w(y)/m(z) < 1, entonces con probabilidad 7(y)/m(z), el algoritmo acepta el cambio, es decir,

generamos una variable aleatoria U 2 U (0,1) y se U = u < 7(y)/m(x), entonces la cadena cambia al
nuevo valor y, en otro caso se queda donde esta, es decir, con el valor z.

4.2. Algoritmo de Metropolis-Hastings

Esta generalizacion del algoritmo de Metropolis fue propuesta por Hastings (1970) y elimina la
condicién de que la matriz Q = (Qxy)w cg Sea simétrica. De esta forma, basta que sea una matriz de
transicion con valores positivos y que sea facil generar valores a partir de ella.

Considere la misma notacion usada en la descripciéon del algoritmo de Metropolis. De esta forma,
S, que es el dominio de la funcién A(-), es el espacio de estados de la cadena a ser construida. También
indicaremos por {m(z) : € S} la distribucién de la cual queremos simular valores a partir de ella.
Sea () = (sz)wes, una matriz estocéstica (transicién) con Q,, > 0, z,y € S, y tal que dado x € S,
es relativamente facil gerar valores y € S a partir de @,..

Construya una cadena de Markov X = {X,, : n = 0,1,...} de forma similar a la que fue
construida usando el algoritmo de Metropolis, pero ahora la probabilidad de acceptacién a(x,y) esta
dada de la siguiente forma: sea X,_; = 2"~ si el valor propuesto generado es y € S, entonces haga
X, =y con probabilidad

7T<y) Qyz("*l) }

(n—1) —mindl
oz(l‘ ,y) mln{ ) W(JZ(”_I)) Qx(n—l)y

caso contrario haga X, = (1),

Proposicion. La cadena de Markov X = {X,, : n = 0,1,...} generada por la construcién del
algoritmo Metropolis-Hastings es una cadena ergddica, reversible en el tiempo, con espacio de estados
Sy matriz de transicion P = (chy)x’ye s> dada de forma similar a la de la cadena producida por el
algoritmo de Metropolis pero ahora con la nueva a(x, y). Adicionalmente, la distribucién estacionaria
de X es {n(z) : z € S},
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Observacion. Note que el algoritmo permite que X,,.1 = X,,, por lo tanto la cadena es aperiddica.
La irreducibilidad es satisfecha al tenermos P,, > 0 para todas z,y € S (dado que @, > 0 para
todas x,y € S). La recurrencia positiva viene de que el espacio de estados es finito y de la propiedad
de irreducibilidad.

4.3. Muestreador de Gibbs

El muestreador de Gibbs es utilizado para obtener una muestra de valores a partir de distribuciones
multivariadas que satisfacen ciertas condiciones. Una de estas condiciones es que sea facil simular
valores a partir de las llamadas distribuciones marginales condicionales completas (que serén definidas
mas adelante).

Antes de iniciar la descripcién del algoritmo de Gibbs, necesitamos definir algo de notacién. Sea
d > 1 un nimero entero y sea el vector aleatorio (X7, Xo, ..., X4) con distribucién 7((z1, za, . .., x4)).
Para = (x1,29,...,24) indique por Z(_; el vector Z sin la i-ésima coordinada, es decir, Z(_; =
(X1, .., Ti1, Tig1, - - -, Tq). Las distribuciones marginales condicionales completas de m(-) son las dis-
tribuciones m;(- | Z(_y)), i = 1,2,...,d. Suponga que es relativamente facil generar valores a partir de
(- | T(—s) para cada i.

El algoritmo de Gibbs puede ser descrito de la siguiente forma:

(a) tome X, = (atgo), xéo), e ,m&o)) = 7 de acuerdo a alguna distribucién inicial,
(b) paran =1,2,..., suponga que X,,_; = (xgn_l), xén_l), o ,mgn_l)) = g1
(i) genere z\" utilizando my(- | 25", 20", 20T
= para i =2,3,...,d — 1, genere xgn) utilizando
(- lxy . 7%@17 lel), e ,:17&”_1))
(ii) genere 2" utilizando my(- |2, 28", 2)

(c) haga X, = (z\",2{", ... ,xén)) =z,

La cadena X = {X, = (X", X{" ... xX") . n =0,1,...} generada de esta forma cs una
cadena de Markov, asi como las sucesiones formadas por sus coordinadas. Adicionalmente, en el caso
que X sea ergddica, la distribucién limite de esta cadena de Markov X es m(Z) = w((z1, za, ..., Zq)).

Observacion. Note que X tiene como probabilidades de transicién el siguiente:

Ponvgm = P(Xp=2™ | X,y =20 0) = 7y (2l |25 ,xfinfl))
d—1
(n) n n—1 n—1
Hm ]:Bl ""7332(7)1’1'1(+1 ),...,x((i ))
(‘rd |x gn)7 I&n)l)

Una de la condiciones para que se pueda utilizar el muestreador de Gibbs es que sea relativa-
mente facil generar valores de las probabilidades condicionales marginales completas. Sin embargo,
muchas veces esto no ocurre cuando uno esta trabajando con problemas reales. Una solucién para
este problema es considerar un paso del algoritmo de Metropolis-Hastings dentro del muestreador
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de Gibbs. Este paso del algoritmo de Metropolis-Hastings seria utilizado en aquellos casos donde
muestrear directamente de la probabilidad condicional marginal completa no sea tan simple.

Las condiciones de ergodicidad son de especial interés cuando utilizando el algoritmo de Gibbs,
donde auin cuando el espacio de estado es finito, es posible que el algoritmo no pueda producir en
un paso de la simulaciéon una configuracién que sea compatible con el problema en estudio. Por lo
tanto, es muy importante verificar que la condicién de ergodicidad sea satisfecha cuando usamos el
algoritmo de Gibbs.

4.4. Lista de problemas

1. Demuestre la Proposicién (*) dada en la descripcion del algoritmo de Metropolis.

2. Obtenga la forma de la matriz de transicion de la cadena X formada por el algoritmo de
Metropolis-Hastings. Demuestre que X es reversible en el tiempo y que {7(z) : x € S} es su
distribucién estacionaria.
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