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2.1. Principio del máximo. Problema de Boltza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Introducción.

En este curso involucraremos dos tópicos aparentemente no conectados: Por un
lado la Teoŕıa de Control de sistemas descritos por ecuaciones diferenciales or-
dinarias y por el otro el Problema de Momentos, este último desde el punto de
vista teorético funcional. Veamos algunas nociones de estos dos tópicos:

0.1. Nociones de la Teoŕıa de Control de EDO

Los objetos controlables se ven literalmente a cada paso, el automóvil, avión,
todos los instrumentos eléctricos, equipados con reguladores (por ejemplo, un
refrigerador eléctrico), etc. Lo común en todos estos objetos es que podemos
“controlarlos”, podemos de una u otra forma influir en su conducta.

Nosotros consideraremos el primer caso, es decir trataremos con ecuaciones de la
forma,

ẋ = f(x, u), (0.1.1)

donde x ∈ Rn y f es una función suave.

Recalquemos que a diferencia de los resultados principales del estudio de ecua-
ciones con parámetros, los cuales se refieren a la continuidad y diferenciabilidad
de las soluciones del sistema (0.1.1) que dependen del parámetro, en la teoŕıa de
control el parámetro u es una función u : [t0, T ] → Ω continua a trozos (por la
izquierda), que depende del tiempo, llamada control del sistema (0.1.1).

Conociendo la conducta del parámetro de control u, es decir, conociendo las
funciones de control u(t) para t > t0, del sistema de ecuaciones

ẋ = f(x, u(t)) (0.1.2)

podemos uńıvocamente determinar el movimiento del objeto (para t > t0), si
conocemos la posición de fase del objeto en el momento t = t0. Es decir, mediante
la función dada u(t) y la posición fase inicial x0 de manera uńıvoca se determina
la trayectoria de fase x(t), t > t0.

Con frecuencia el parámetro de control u no puede admitir valores completamente
arbitrarios, sino están sujetos a algunas restricciones, denominados controles
admisibles.

En la Teoŕıa de Control son importantes los siguiente problemas:

a) Dado un modelo matemático, se puede garantizar que es controlable?

b) Cómo determinar un control?

c) Cómo hallar un control óptimo en algún sentido?

La teoŕıa de control óptimo (TCO) surgió en los años 50’s en respuesta a los
esfuerzos de los estadounidenses y rusos por explorar el espacio cosmico. La TCO
incluye problemas de optimización.

Por ejemplo, se desea construir trayectorias a lo largo de las cuales un veh́ıculo
espacial, controlado por un motor a propulsión pueda llegar a su destino en un
tiempo mı́nimo, o usando el mı́nimo de combustible.

Se consideran iniciadores de teoŕıa de control óptimo al matemático ruso Lev
Pontryagin, quien con coautores sugirió el método del Principio del Máximo de
Pontryagin (PMP) y el ingeniero estaounidense Richard Bellman, autor de el
método de la Programación Dinámica (PD).

En el presente curso consideraremos solamente el método PMP.

0.2. Nociones del Problema de Momentos

El matemático ruso Chebyshev fue, aparentemente, el primero en considerar el
problema de momentos.

c0 =

∫ b

a

f(u)du, c1 =

∫ b

a

uf(u)du, ck =

∫ b

a

ukf(u)du.

El concepto de problema de momentos lo introdujo Stieltjes en 1894, quien tam-
bién introdujo el concepto de integral de Stieltjes [1].

Dar una distribución de masa positiva en la recta [0,∞), significa dar una función
no decreciente σ(u) (u ≥ 0) tal que el incremento σ(β) − σ(α) representa para
cualquier α ≥ 0 y β > α la masa que corresponde al intervalo [α, β]. La masa
completa del conjunto [0,∞) se representa en la forma

ĺım
β→∞

[σ(β)− σ(0)] =

∫ ∞
0

dσ(u),
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Pontryagin [1908–1988]

R. Bellman [1920–1984]

Lev Semenovich Pontryagin, 1908–1988.
Matemático soviético nacido en
Moscú. Sus aportaciones principales:
en topoloǵıa algebráica y topoloǵıa
diferencial y control óptimo.
En 1961 publicó junto con V. G.
Boltyanskii, R. V. Gamkrelidze y E. F.
Mishchenko su libro ”Teoŕıa matemática
de los procesos óptimos”

Richard Ernest Bellman (1920-1984) fue
un matemático aplicado, cuya mayor
contribución fue el método denominado
programación dinámica publicado en:
Bellman R: An introduction to the the-
ory of dynamic programming RAND
Corp. Report 1953.

mientras que ∫ ∞
0

udσ(u),

∫ ∞
0

u2dσ(u),

representan los momentos estáticos de la distribución de masa considerada y el
momento de inercia respecto del punto u = 0. Stieltjes llama momento general-
izado de orden k a la integral ∫ ∞

0

ukdσ(u).

Consecuentemente en el problema de Stieltjes se tiene una sucesión de números
sk (k = 1, 2, . . .) y se busca una función no negativa σ(u), para u ≥ 0, tal que se
satisface ∫ ∞

0

ukdσ(u) = sk, (k = 0, 1, 2, . . .)

El matemático alemán Felix Hausdorff (8 de noviembre de 1868, 26 de enero de
1942)

Nuestro enfoque para el estudio del problema de momentos de Hamburger (I =
R), Stieltjes (I = [0,∞)), Hausdorff (I = [a, b]), (abreviado PM) es llevar o

Chebyshev [1821 - 1894]

La interpretación mecánica del problema
de Chebyshev [1] se describe aśı: Sean
dados la longitud, el peso, el lugar del
centro de gravedad y los momentos de
inercia de una barra rectiĺınea con densi-
dad desconocida que cambia de un punto
a otro. Se requiere hallar la función den-
sidad.

Stieltjes [1856 - 1894]

En su manuscrito sobre fracciones con-
tinuas Stieltjes escribió:. ”Vamos a lla-
mar problema de momentos al siguiente
problema: Encontrar la distribución de
una masa positiva en el intervalo [0,∞),
si son dados sus momentos de orden
k (k = 0, 1, 2, . . .).”

trasladar el problema PM a un problema que involucra funciones holomorfas de
la forma

s(z) =

∫
I

(τ − z)−1dσ(τ), (0.2.3)

donde σ es medida positiva (o función monótona no decreciente de variación
acotada) sobre I ⊆ R.

La solución del PM se dá mediante la relación

s(z) =
α(z)ω(z) + β(z)

γ(z)ω(z) + δ(z)
,

donde ω pertenece a una cierta clase de funciones holomorfas de la forma (0.2.3)
y α, β, γ y δ son polinomios que dependen de los momentos (sj)

m
j .

Normalizando σ por la condición

σ(t) = (σ(t+ 0)− σ(t− 0))/2, σ(0) = 0,

ésta función es determinado únicamente por la siguiente fórmula inversa de Stielt-
jes:

σ(t) =
1

π
ĺım
ε→0

∫ t

a

Ims(x+ iε)dx, t ∈ [a, b].
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Hausdorff [1868 - 1942]

Resolvió el problema de momentos: Da-
da una secuencia de números {sj}kj=0

hallar una medida positiva µ (o función
monótona no decreciente de variación
acotada µ(t)) sobre [0, 1] tal que

sj =

1∫
0

tjd(µ(t)), j = 0, . . . , k
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Caṕıtulo 1

Sistemas controlables

Son objetos controlables el automóvil, avión, todos los instrumentos eléctricos,
equipados con reguladores, común en todos estos objetos es que podemos “con-
trolarlos”.

Nosotros consideramos modelos matemáticos de procesos controlables y no aśı de
objetos reales. En la teoŕıa de control los objetos principales son los sistemas de
ecuaciones que dependen de un parámetro de control u, por ejemplo, sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), en diferencias, en derivadas parciales,
tales sistemas se llaman sistemas controlables. Nosotros trataremos con sis-
temas EDO de la forma

ẋ = f(x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rr. (1.0.1)

donde f es continua diferenciable, Rn es el espacio de estados x del sistema; Rr
es el espacio de controles.

A diferencia del estudio de ecuaciones diferenciales con parámetros donde el
parámetro u es un número fijo, en la teoŕıa de control u es una función
u : [0, T ] → Rr continua a trozos (por la izquierda), que depende del tiempo,
llamada control del sistema (1.0.1).

1.1. Ejemplo de un sistema controlable

Sea que una part́ıcula se mueva en forma rectilinea sin fricción al cual se le aplica
una fuerza F .

Sea que una part́ıcula se mueva en forma recti-
linea sin fricción al cual se le aplica una fuerza
acotada F .

De acuerdo a la segunda ley de Newton el movimiento de dicha part́ıcula despre-
ciando fricciones está dado por la ecuación F = ma. Supongamos que y representa

la posición de la part́ıcula y m = 1. Hagamos u = F , entonces tenemos la ecuación

ÿ = u, |u| ≤ 1.

Equivalentemente (denotando x1 = y, x2 = ẏ ) tenemos el sistema

ẋ1 = x2, (1.1.2)

ẋ2 = u, |u| ≤ 1.

Sea dado un posición inicial x0. Por ejemplo, deseamos hallar el control óptimo u = u(t)
y la trayectoria correspondiente x(t), con x(0) = x0, y x(T ) = 0 que minimice el tiempo
de recorrido, T → mı́n.

1.2. Nociones preliminares

Consideremos el sistema de E.D.O.

ẋ = f(t, x) (1.2.3)

donde f está definido en D ⊂ Rn+1 = Rn ×R. El conjunto Rn se llama espacio fase de
(1.2.3), cada elemento x ∈ Rn recibe el nombre de vector fase.
La solución x = τ(t) es solución de (1.2.3) si τ(t) (trayectoria fase) satisface (1.2.3),
es continua en D y diferenciable en D excepto en un conjunto finito Γ de puntos. La
solución τ(t) se puede escribir en forma paramétrica: x1 = τ1(t), · · · , xn = τn(t)

Consideremos el sistema

ẋ = f(t, x, u), x ∈ Rn, u ∈ Rr, u vector parámetro (1.2.4)

y = C(t)x, C(t) ∈Mn×n (1.2.5)

(1.2.4) es un sistema de control si cuando u = u(t) (llamado entrada). La función y se
llama salida de (1.2.4) o parte observable de (1.2.4).

6
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Definición 1.2.1 Si para el par de puntos x0, x1 ∈ Rn existe una función continua a
trozos u(t) definida en [t0, T ] tal que la solución del problema de Cauchy{

ẋ = f(t, x, u(t))

x(t0) = x0

(1.2.6)

es tal que satisface x(T ) = x1, entonces se dice que el control u(t) traslada o lleva x0

en x1 en tiempo T − t0.

Definición 1.2.2 (Completamente Controlable) El sistema de control (1.0.1) se
llama completamente controlable, denotado como CC, si ∀ x0, x1 ∈ Rn existe con control
admisible u(t) definida en [t0, T ] tal que traslada x0 a x1.

1.2.1. Matrices definida positivas

Sea dada A una matriz real simétrica de dimensión n× n.

Definición 1.2.3 a) La forma cuadrática xT Ax se llama nonegativa definida (positiva
definida) si xT Ax ≥ 0 para x ∈ Rn (xT Ax > 0 para x ∈ Rn \ {0}).
b) La matriz A que determina la forma cuadrática anterior se llama nonegativa definida
(positiva definida) si su forma cuadrática es nonegativa definida (positiva definida).

Criterio de Sylvester. La matriz A simétrica es definida positiva si y sólo si

∆1 = a11 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣ a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣ > 0, . . .∆n =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n

...
. . .

...
a1n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ > 0.

1.2.2. Matrix exponente

Sea dada una matriz A de dimensión n×n. La matriz exponencial eAt se define mediante
la relación

eAt :=

∞∑
0

tj

j!
Aj (1.2.7)

Esta matriz esta bien definida en virtud a la desigualdad ||eAt|| ≤ et||A||.

Definición 1.2.4 Sea una matriz A real de dimensión n × n. El polinomio pm(λ) =
cmλ

m + cm−1λm−1 + . . .+ c1λ+ c0 de grado m se llama anulador de la matriz A si

pm(A) = cmA
m + cm−1Am−1 + . . .+ c1A+ c0Im = 0m

donde Im y 0m representan la matrix identidad y la matriz cero de dimensión n × n,
respectivamente.

Por el teorema de Cayley–Hamilton, el polinomio caracteŕıstico de una matriz es un
polinomio anulador de esta matriz.

Definición 1.2.5 Sea una matriz A real de dimensión n×n. Se llama polinomio mı́ni-
mo de la matriz A, denotado por mA(λ), al polinomio anulador de A de menor grado.

La matriz eAt se puede calcular utilizando la forma de Jordan de la matriz A. Otro méto-
do consiste en hallar la matriz eAt a través de una suma finita de funciones quasipoli-
nomiales y exponentes de A.

Teorema 1.2.1 Sea A una matriz real n × n y mA(λ) = bpλ
p + bp−1λ

p−1 + . . . + b0
el polinomio mı́nimo. Entonces la matriz exponente eAt tiene la siguiente forma: eAt =∑p−1
k=0 αk(t)Ak donde αk(t) para k = 0, . . . , p− 1, es la solución del ecuación diferencial

bpα
(p)
k + bp−1α

(p−1)
k + . . .+ b0αk = 0

con condiciones iniciales α
(j)
k (0) = δkj

1.3. Controlabilidad de sistemas de control EDO

Consideremos el sistema:

ẋ = Ax+Bu , x ∈ Rn u ∈ Rr, (1.3.8)

donde las matrices A, B son constantes, de dimensiones n×n y r×n, respectivamente.
Sean definidas las siguientes matrices:

Q :=
(
B,AB, · · · , An−1B

)
(1.3.9)

de dimensión n× n r, denomidado matriz de Kalman, y la matriz n× n

N(t0, T ) :=

∫ T

t0

e−AtBB∗e−A
∗tdt. (1.3.10)

Teorema 1.3.1 (Criterio de controlabilidad de sistemas lineales constantes)
Son equivalentes las siguientes 3 afirmaciones:

a) El sistema (1.3.8) es completamente controlable en [t0, T ].

b) Rango (Q) = n

c) N(t0, T ) > 0

Además la función

u(t) = B∗e−A
∗tN−1(t0, T )

(
e−Atx1 − e−At0x0

)
(1.3.11)

es uno de los posibles controles que transladan x(t0) = x0 a x(T ) = x1 en tiempo T − t0
mediante el control u(t).
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Demostración. La demostración se lleva a cabo en 3 partes: CC ⇒ Rango (Q) = n.
Utilizando la fórmula de Cauchy para (1.3.8) con x(t0) = x0

x(t) = eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ (1.3.12)

Por contradicción: sea que el sistema sea CC peroRango(Q) < n ⇒ filas son linealmente
dependientes ⇒ ∃ζ 6= 0 , ζ ∈ Rn tal que

ζ∗Q = 0 ⇒ ζ∗B = ζ∗AB = · · · = ζ∗An−1B = 0 (1.3.13)

y por el desarrollo de eAt en forma de suma finita (??) eAt =

p−1∑
s=1

αs(t)A
s, tomando

x0 = 0, x1 = ζ, ya que por condición de CC existe u(t) tal que la trayectoria de (1.3.8)
con u = u(t) comienza en x(0) = x0 en tiempo T alcanza ζ, es decir, x(T ) = x1 = ζ,
sustituyendo t by T in (1.3.12), tenemos,

x(T ) = eA(T−t0)x0 +

∫ T

t0

eA(T−τ)Bu(τ)dτ

pero x0 = 0 y x(T ) = x1 = ζ, entonces:

ζ =

∫ T

t0

eA(T−τ)Bu(τ)dτ =

∫ T

t0

(
p−1∑
s=1

αs(t)A
s

)
Bu(τ)dτ

Ahora multiplicando por ζ∗ por la izquierda:

ζ∗ζ = ‖ζ‖2 =

∫ T

t0

p−1∑
s=1

αs(t)ζ
∗AsBu(τ)dτ = 0 por (1.3.13)

p ≤ n, donde p = degree(mA(λ)) (polinomio mı́nimo de A)

⇒ ζ = 0 contradicción ⇒ CC ⇒ Rango (Q) = n .

En inciso 1) queda demostrado.
2) [Rango(Q) = n ⇒ N(t0, T ) > 0] Por contradicción. Sea que la matriz N(t0, T ) no
es positiva definida. Denotemos la forma cuadrática

V (x) := x∗N(t0, T )x (1.3.14)

la cual no es positiva definida, denotado como V (x) ≯ 0. De (1.3.10) tenemos

V (x) =

∫ T

t0

(
x∗e−AtB

)(
B∗e−A

∗tx
)
dt.

Denotando
(
x∗e−AtB

)
=: y∗,

(
B∗e−A

∗tx
)

=: y y recordando que y∗y = ‖y‖2, entonces

se tiene:

V (x) =

∫ T

t0

∥∥∥B∗e−A∗tx
∥∥∥2

dt ⇒ V (x) ≥ 0.

Por (1.3.14), V (x) ≯ 0, entonces existe una vector ζ 6= 0 tal que V (ζ) = 0, consecuente-

mente
∫ T
t0

∥∥∥B∗e−A∗tx
∥∥∥2

dt = 0 que es equivalente a la igualdad
∥∥∥B∗e−A∗tζ

∥∥∥ = 0 en

[t0, T ], es decir, B∗e−A
∗tζ = 0. Derivando:

ζ∗e−AtB = 0

−ζ∗Ae−AtB = 0
...

...
...

...

(−1)n ζ∗An−1e−AtB = 0

(1.3.15)

tomando en cuanta la igualdad eAtAk = AkeAt y denotando q∗ = ζ∗e−At0 , donde
q∗ 6= 0, tenemos que (1.3.15) se reescribe como:

q∗B = 0

q∗AB = 0
...

...
...

...

q∗An−1B = 0

⇔ q∗Q = 0⇒ Rango(Q) < n

El inciso 2) queda demostrado.
3) N(T ) > 0⇒ CC. Si N(T ) > 0 entonces existe la matriz inversa N−1(T ), sustituyendo
(1.3.11) en (1.3.12) para t = T tenemos

x(T ) = eA(T−t0)x0 +

∫ T

t0

eA(T−τ)Bu(τ)dτ

= eA(T−t0)x0 +

∫ T

t0

eA(T−τ)B
(
B∗e−A

∗τN−1(T )
(
e−ATx1 − eAt0x0

))
dτ = x1.

∀ x0, x1 ∈ Rn, entonces el sistema (1.0.1) es CC.

1.4. Sistemas lineales con matrices que dependen
del tiempo

Consideremos el sistema

ẋ = A(t)x+B(t)u, x ∈ Rn, u ∈ Rr, A(t) ∈Mn×n, B(t) ∈Mn×r. (1.4.16)

Definamos el operador ∆ := −A(t) + d
dt

sobre el conjunto de matrices n− 1 continuas
diferenciables Mn×r:

∆0B(t) = B(t), ∆1B(t) =

(
−A(t) +

d

dt

)
B(t) = −A(t)B(t) + Ḃ(t)

∆kB(t) = ∆(∆k−1B)

Sea Q(t) :=
(
B,∆B, · · · ,∆n−1B

)
Teorema 1.4.1 (Condición necesaria y suficiente de controlabilidad completa)
Sea A(t), B(t) de la clase Cn−1[t0, T ], si ∃t1 ∈ [t0, T ] tal que rango(Q(t1) = n, entonces
el sistema (1.4.16) es CC en [t0, T ]
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Ejemplo 1.4.1 Consideremos el sistema ẋ = Ax+Bu donde

A =

(
1 2α
1 0

)
, α ∈ R B =

(
0
1

)
.

Utilizando el criterio de Kalman se tiene que

rang(B,AB) = rang

(
0 2α
1 0

)
es igual a 2 para α 6= 0 por lo tanto el sistema en este caso es completamente controlable,
y para α = 0 el rango es 1 por lo tanto el sistema no será completamente controlable.



Caṕıtulo 2

Principio de Máximo de Pontryagin

El principio del máximo de Pontryagin determina las condiciones necesarias de optimal-
idad de un control, en sistemas de control.

Sea que el objeto de control se describe mediante el sistema de ecuaciones

ẋ = f(x, u), x = (x1, ..., xn), u = (u1, .., ur). (2.0.1)

Suponemos que el control u toma valores en un conjunto cerrado (compacto) U de Rr.
Asumimos que f(x, u) es continua respecto de u, x, y posee derivadas parciales respecto
de xj , j = 1, . . . , n. Llamaremos controles admisibles a funciones u continuas a trozos
que toma valores en el conjunto U . El problema de control óptimo tiene el siguiente
planteamiento: entre todos los controles admisibles, que trasladan un punto de partida
x0 al punto terminal x1, si tal control existe, hallar un control tal que

J(x, u) =

∫ t1

t0

f0(x, u)dt (2.0.2)

alcance el mı́nimo.

f0 es continuo respecto de x y a continuo a trozos respecto de u. Consideremos una
nueva coordenada x0:

dx0

dt
= f0(x, u) (2.0.3)

añadiendo (2.0.3) a (2.0.1) tenemos

ẋ = f(x, u), (2.0.4)

donde x = (x0, x1, ..., xn), f(x, u) = (f0(x, u), ..., fn(x, u)). Notemos que f(x, u) no
depende de x0.

Sea x0 = (0, x0) en espacio face n+ 1 de Rn+1.

Sea u(t) un control admisible y x(t) su trayectoria correspondiente que satisface x(t0) =
x0, x(t1) = x1. De (2.0.3) x0(t) =

∫ t
t0
f0(x(τ), u(τ))dτ , para t = t1

x0(t1) =

∫ t1

t0

f0(x(τ), u(τ))dτ = J(x, u)

De esta manera, en x la trayectoria fase x(t) que corresponde al control u(t) pasa en
t = t0 por el punto (0, x0) y para t = t1, por el punto x1 = (J, x1). Denotemos mediante
Π la recta paralela al eje x0 que pasa por (0, x1).

Consideremos funciones auxiliares ψ0, ψ1, ..., ψn que satisfacen

ψ̇i = −
n∑
j=0

∂fj(x, u)

∂xi
ψj , i = 0, n. (2.0.5)

Este sistema se llama adjunto al sistema (2.0.4).

Si se escoge un control u(t) en [0, t1] se puede hallar la trayectoria x : x(t0) = x0.
Colocando en (2.0.5) tenemos

ψ̇i = −
n∑
j=0

∂fj(x(t), u(t))

∂xi
ψj , i = 0, n. (2.0.6)

El sistema (2.0.6) satisface las condiciones de existencia y unicidad. (2.0.4) y (2.0.5) se
pueden unir mediante la función,

H(ψ, x, u) =

n∑
i=0

ψifi(x, u) = (ψ, f(x, u)). (2.0.7)

donde ψ = (ψ0, ..., ψn). Entonces (2.0.4) y (2.0.5) se puede escribir como

ẋi =
∂H
∂ψi

, i = 0, n (2.0.8)

ψ̇i = −∂H
∂xi

, i = 0, n (2.0.9)

Notemos los vectores funciones x(t) y ψ(t) son continuos y son continuos diferenciables
excepto en los puntos donde el control admisible u(t) tiene saltos.

Para valores fijos de x y ψ la función H es una función de u. Denotemos µ(ψ, x) =
supu∈U H(ψ, x, u) o µ(ψ, x) = máxu∈U H(ψ, x, u) si el máximo se alcanza.

10
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Teorema 2.0.2 Sea u(t), t0 ≤ t ≤ t1, un control admisible tal que la trayectoria cor-
respondiente x(t) : x(t0) = x0 y que pasa por la recta Π para t = t1.

Para que u(t) y x(t) sean óptimos es necesario que exista un vector-función ψ 6≡ 0, que
corresponde a las funciones u(t) y x(t), tales que:

1. ∀t ∈ [t0, t1] la función H(ψ, x, u) alcanza el max resp de u(t), es decir

H(ψ(t), x(t), u(t)) = µ(ψ(t), x(t)) (2.0.10)

2. En el tiempo finito t1, tiene lugar la relación

ψ0(t1) ≤ 0, µ(ψ(t1), x(t1)) = 0 (2.0.11)

Se puede mostrar que los vectores funciones ψ(t), x(t) y u(t) satisfacen (2.0.8) y (2.0.9)
y la condición (2.0.10) entonces las funciones ψ0(t) y µ(ψ(t), x(t)) son constantes, aśı la
condición (2.0.11) se puede verificar en cualquier t.

2.1. Principio del máximo. Problema de Boltza

Consideremos el sistema de control

ẋ = f(t, x, u), x ∈ Rn, t0 ≤ t ≤ T (2.1.12)

x(t0) = x0, (2.1.13)

y el funcional

J(u) =

∫ T

t0

F0(s, x(s), u(s))ds+ φ(x(T ))→ ı́nf . (2.1.14)

con el control restringido

u(t) ∈ U, Ues un compacto en Rm. (2.1.15)

donde f, f0 : R × Rn × U → Rn, φ : Rn → R; f , φ son continuamente diferenciables
respecto de x, u y f0 asumimos es continuo.

Denotemos

fx(t, x, u) :=
∂f(t, x, u)

∂x
=

(
∂fi(t, x, u)

∂xj

)n
i,j=1

,

donde i es el número de fila, j es el número de columna. φx es un vector columna,
( ∂φ
∂x1

, . . . , ∂φ
∂xn

)T .

Asumimos que f , fx y φx son funciones Lipschitz respecto de x y u.

Para t0, T , x(t0) = x0 ∈ Rn fijos y x(T ) no fijo.

Teorema 2.1.1 Sea u0(t) el control óptimo de (2.1.12)–(2.1.15) y x0(t) la trayectoria
óptima. Entonces existe un vector ψ(t) tal que

ψ̇ = − (Hx(t, x0(t), u0(t), ψ(t)))T , t0 ≤ t ≤ T, ψ(T ) = −φx(x0(T )),

tal que
máx
u∈U

H(t, x0(t), u, ψ(t)) = H(t, x0(t), u0(t), ψ(t)) (2.1.16)

donde H se define mediante

H(t, x0(t), u, ψ(t)) = ψT f(t, x(t), u)− F0(t, x(t), u). (2.1.17)

Observemos que la función H en (2.1.16) se calcula respecto del parámetro u ∈ U para
t, x0(t), ψ(t) fijos.

El algoritmo para determinar el control óptimo es el siguiente: 1) se determina
u0(t, ψ(t), x0(t)) de (2.1.16).
2) sustituir u0 en (2.1.12) se resuelve el problema de contorno respecto de x0(t) y ψ(t).
3) sustituir x0(t) y ψ(t) en el control u0. Se obtiene u0(t). La función u0(t) es el control
óptimo de (2.1.12), y (2.1.14) si el problema de contorno 2) tiene solución única.

2.2. Principio del máximo para la optimalidad en
sentido del tiempo

En este caso el funcional es:

J(x, u) =

∫ t1

t0

dt = t1 − t0, f0(x, u) ≡ 1 (2.2.18)

Formulemos el teorema del principio del máximo cuando en calidad de costo, funcional
J se escoge la rapidez. Escribamos la función H(ψ, x, u) tomando en cuenta (2.2.18):

H(ψ, x, u) = ψ0 +

n∑
i=1

ψifi(x, u) (2.2.19)

consideremos el vector n–dimensional

ψ(t) = (ψ1, . . . , ψn)

y la función

H(ψ, x, u) =

n∑
i=1

ψifi(x, u) (2.2.20)

De (2.2.20) tenemos

ẋ =
∂H

∂ψi
, i = 1, n (2.2.21)

ψ̇ = −∂H
∂xi

, i = 1, n (2.2.22)

Denotamos M(ψ, x) = supu∈U H(ψ, x, u) o (max). Es claro que

M(ψ, x) = µ(ψ, x)− ψ0 (2.2.23)

Tomando en cuenta las notaciones introducidas, el teorema del principio de máximo se
formula de la siguiente manera:



12 Sistemas de control y momentos. Emalca–México 2013

Teorema 2.2.1 Sea u(t), t0 ≤ t ≤ t1 algún control admisible que lleve x0 a x1 y x(t)
su trayectoria fase correspondiente.

Para que u(t) se el control óptimo en sentido de la rapidez, es necesario que exista
ψ(t) 6≡ 0 que satisface (2.2.22) tal que:

1. ∀ t ∈ [t0, t1], la función H alcanza su max:

H(ψ(t), x(t), u) = M(ψ(t), x(t)). (2.2.24)

2. En el tiempo finito t1, se satisface la condición

M(ψ(t1), x(t1)) ≥ 0. (2.2.25)

OBS. Como en el caso general si ψ(t), x(t) y u(t) satisfacen (2.2.21), (2.2.22) y (2.2.24),
la función M(ψ(t), x(t)) es constante en [t0, t1]. Por eso cualquier verificación de (2.2.25)
es válido en t ∈ [t0, t1].

OBS. Las variables ψ0(t), ψ1(t), ..., ψn(t) se determinan salvo una constante. Ya que
ψ0 = const, entonces para el caso ψ0 6= 0 se puede tomar ψ0 = −1. De ah́ı, de acuerdo
al teorema,

H(ψ(t), x(t), u(t)) = µ(ψ(t), x(t)) = 1,

sobre la trayectoria óptima.

2.3. Sistemas Lineales

ẋ = Ax+Bu, (2.3.26)

Donde A, B son matrices de dimensión n × n y n × r. respectivamente, u ∈ U ⊂ Rr
Asumimos que (2.3.26) es completamente controlable respecto de cada uj . Tales sistemas
se llaman sistemas normales Para que el sistema (2.3.26) se normal, es necesario y
suficiente que las matrices

Gj = (bj , Abj , . . . , A
n−1bj), j = 1, r

sean invertibles. Aqui bj , j = 1, r son las columnas de la matriz B. Notemos que
cada sistema normal es completamente controlable. Sin embargo, cada sistema comple-
tamente controlable puede no ser normal.

Sea que el conjunto de control U esté dado por {|uj | ≤ 1, j = 1, r}.

El hamiltoniano H para el sistema lineal (2.3.26) tiene la forma

H(ψ, x, u) = ψTAx+ ψTBu =

n∑
i=1

ψi

(
n∑
j=1

aijxj +

r∑
k=1

bikuk

)
(2.3.27)

El sistema adjunto al sistema (2.3.26) es:

ψ̇ = −ATψ (2.3.28)

De acuerdo al teorema 2.2.1, H alcanza su máximo en u(t). Ya que H depende de u
solamente en ψTBu, entonces el control óptimo debe maximizar ψTBu, tenemos,

ψTBu = (ψ,Bu) = (BTψ, u) =

r∑
k=1

uk

n∑
i=1

bikψi.

Cada uk en esta suma cambia indepependiente de los otros uj j 6= k. El máximo de
cada sumando se alcanza en

uk = sign

n∑
i=1

bikψi k = 1n. (2.3.29)

De esta manera, el control óptimo es una función constante a trozos que toma valores
en los lados del cubo |ui| ≤ 1, i = 1n, es decir, ur toma valores 1 o −1 de acuerdo al
valor de

∑
bikψi(t).

Se puede demostrar que si el sistema (2.3.26) es normal, entonces la relación (2.3.29)
determina manera uńıvoca, para cada vector ψ(t) distinto de cero, la función control
uk(t), además esta función tiene un número finito de conmutaciones.

2.3.1. Teorema sobre los n intervalos

El número de conmutaciones del control óptimo uk depende del punto inicial x0 y del
punto final x1 y de los valores propios de A y de la forma del polihedro U en el espacio
de controles.

Lema 2.3.1 Si λ1, ..., λm son números reales distintos y f1(t), ..., fm(t) son polinomios
con coeficientes reales, que tienen grados k1, ..., km entonces la función

ϕ(t) =

m∑
i=1

fi(t)e
λit

tiene no más de k1 + ...+ km +m− 1 ceros reales.

Demo. Por inducción. Para m=1, ϕ(t) = f1(t)eλ1t.

Sea que el lema válido para m = l − 1. Demostraremos es válido para m = l. Por
contradicción sea que para m = l el lema no es válido y la función

ϕ(t) =
l∑
i=1

fi(t)e
λit

tiene no menos de k1 + ...+ kl + l ráıces reales. Multiplicando ϕ(t) por e−λlt, el número
de ráıces no cambia, tenemos

ϕ(t)e−λlt =

l∑
i=1

fi(t)e
(λi−λl)t + fl(t).



A.Choque, IFM–UMSNH, abdon.ifm@gmail.com 13

Derivando esta expresión kl + 1 veces, tenemos

ϕ1(t) =

l−1∑
i=1

f̃i(t)e
(λi−λl)t (2.3.30)

ya que entre los ceros de una función se tiene al menos un cero de la derivada, el número
de ceros reales de ϕ(t) va a ser no menos que k1+...+kl+l−(kl+1) = k1+...+kl−1+(l−1).

En la expresión (2.3.30) las funciones f̃i(t) , i = 1, . . . , l = 1, tiene grados ki, los números
λi − λl son distintos.

Para m = l − 1 se asumió que el lema era válido, por eso ϕ1(t) tener no más de
k1 + ...+ kl−1 + (l− 2) de ceros reales. La contradicción encontrada demuestra el lema.

Teorema 2.3.1 Si los valores propios de A son reales y U es cubo |uk| ≤ 1, k =
1, . . . , r, entonces cada uno de los controles uk(t) es constante a trozos y tiene no más
de n− 1 conmutaciones (no mas de n intervalos) donde n es la dimensión del sistema.

Demo. Sean λ1, ..., λm valores propios de A, r1, ..., rm sus multiplicidades. Entonces la
solución general de ψ̇ = −ATψ tiene la forma

ψi(t) =

m∑
j=1

fij(t)e
−λjt, i = 1, n

donde fij es un polinomio de t de grado ≤ rj − 1. Colocando ψi(t) en uk =
sign

∑n
i=1 bikψi(t), tenemos

uk(t) = sign

n∑
i=1

bik

m∑
j=i

fij(t)e
−λjt = sign

m∑
j=i

f̃kj(t)e
−λjt (2.3.31)

donde f̃kj(t) =
∑n
i=1 bikfij(t) (k = 1, r, j = 1,m son polinomios de t de grado ≤ rj−1.

Aplicando el lema anterior, tenemos que la suma en la parte derecha de (2.3.31) tiene
no más de

(r1 − 1) + (r2 − 1) + · · ·+ (rk − 1) + (k − 1) = r1 + r2 + · · ·+ rk − 1 = n− 1

ceros. Lo que demuestra el teorema.

Consideremos el problema de existencia y unicidad

Teorema 2.3.2 Sean u1(t) y u2(t) dos controles óptimos del sistema ẋ = Ax + Bu
definidos en [t0, t1] y [t0, t2] respectivamente, que trasladen x0 a x1. Si el sistema es
completamente controlable entonces t1 = t2 y u1(t) = u2(t) excepto un número finito de
puntos de discontinuidad.

Demo. Seguimos considerando U = {|ui| ≤ 1}. Sea t1 6= t2. Por ejemplo t1 < t2 en-
tonces u2(t) no seria óptimo, esto implica que t1 = t2. Sean x1(t) y x2(t) dos trayectorias
distintas del sistema que parte de x0 que corresponde a u1(t), u2(t). Por la fórmula de
Cauchy:

x1(t) = eA(t−t0)(x0 +

∫ t

t0

e−AτBu1(τ)dτ),

x2(t) = eA(t−t0)(x0 +

∫ t

t0

e−AτBu2(τ)dτ).

Ya que x1(t1) = x2(t1) = x1 y de eA(t−t0) 6= 0 tenemos∫ t1

t0

e−AτBu1(τ)dτ =

∫ t1

t0

e−AτBu2(τ)dτ. (2.3.32)

Los controles u1(t) y u2(t) son óptimos, por eso existen funciones no triviales ψ1(t) y
ψ2(t) que satisfacen

ψ̇ = −ATψ
tal que

u1
k(t) = sign bTk ψ

1(t)

u2
k(t) = sign bTk ψ

2(t), k = 1̄n (2.3.33)

Las soluciones ψ1(t) y ψ2(t) del sistema, tienen la forma

ψ1(t) = e−A
T

ψ1
0 ψ2(t) = e−A

T

ψ2
0 , (2.3.34)

donde ψ1
0 = ψ1

0(t0) y ψ2
0 = ψ2

0(t0). Para sistemas normales, más arriba se mostró que
la relación (2.3.33) univocamente define los controles u1(t), u2(t) excepto en un número
finito de puntos de conmutación. En virtud a la óptimidad de u1(t) la función H alcanza
en u1(t) su máximo, es decir,

ψTBu1(t) ≥ ψ2Bu2(t).

para todo ψ distinto de cero, no trivial. Además la igualdad se tiene solo si u1(t) = u2(t).

De (2.3.32) tenemos∫ t1

t0

(ψ1
0)T e−AτBu1(τ)dτ =

∫ t1

t0

(ψ1
0)T e−AτBu1(τ)dτ

o bien, ∫ t1

t0

ψ1(τ + t0)TBu1(τ)dτ =

∫ t1

t0

ψ1(τ + t0)TBu1(τ)dτ

de la última igualdad se sigue que u1(t) = u2(t), t ∈ [t0, t1] excepto en un número finito
de puntos de conmutación. El teorema queda demostrado.

Los siguientes resultados son teoremas de existencia.

Teorema 2.3.3 Si para el sistema (2.3.26) existe por lo menos un control que traslada
x0 a x1 entonces existe un control óptimo en sentido de la rapidez que traslada x0 a x1.

Teorema 2.3.4 Si para el sistema (2.3.26) todos los valores propios de A se sitúan en
el semiplano izquierdo y el origen es un punto interior de U entonces para todo x0 en
Rn existe un control óptimo que traslada x0 a x1.

En el siguiente apartado demostraremos el principio del máximo para sistemas lineales.
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2.4. Demostración del Principio del Máximo
para sistemas lineales

Recordemos que consideramos el sistema lineal

ẋ = Ax+Bu (2.4.35)

con x = (x1, . . . , xn), matrices A, B de dimensiones n× n y n× r, u ∈ U ⊂ Rr.

Vamos a considerar el caso cuando el punto inicial o punto de partida es x(t0) = x0 6= 0
y terminal

x(t1) = 0.

Además, asumimos que el origen yace en el interior de U , es decir, 0 ∈ intU .

Introducimos la función vectorial ψ = (ψ1, ..., ψn). La función H en el caso lineal (2.4.35)
tiene la forma,

H = (ψ,Ax+Bu).

El sistema adjunto al sistema (2.4.35) se escribe como

ψ̇ = −ATψ (2.4.36)

Si el control u(t) es el óptimo y x(t) su trayectoria óptima, la relación (2.2.24) toma la
forma,

ψ(τ)Bu(τ) = sup
u∈U

ψ(τ)Bu, τ ∈ [t0, t1] (2.4.37)

la relación (2.2.25) toma la forma,

H(ψ(t1), x(t1), u(t1)) = (ψ(t1), Ax(t1)) + (ψ(t1), Bu(t1)) ≥ 0. (2.4.38)

Comencemos con la relación (2.4.38). Ya que x(t1) = 0, entonces (ψ(t1), Ax(t1)) = 0.
Tomando en cuenta que si damos o cambiamos los valores de u ∈ U en un número finito
de puntos, no se afecta al control u(t) = u1(t1), . . . , ur(t1) en [t0, t1], entonces podemos
colocar que uk(t1) = 0, k = 1, . . . , r. De ah́ı, tenemos que (2.4.38) se satisface.

Ahora demostraremos la relación (2.4.37). Previamente introducimos el concepto de
esfera de alcanzabilidad y algunos lemas.

Se llama esfera de alcanzabilidad al origen, denotado VT , al conjunto de puntos de Rn
de cuales se pueden llegar al origen en tiempo menor o igual a T .

Lema 2.4.1 La esfera de alcanzabilidad es un conjunto convexo.

Lema 2.4.2 Si x0es un punto interior de la esfera de alcanzabilidad VT , entonces de
x0 se puede trasladar al origen en tiempo menor a T .

Al (u(t), x(t)) llamaremos proceso admisible si u(t) un control admisible, x(t) su trayec-
toria correspondiente.

Lema 2.4.3 Sea (u(t), x(t)), para t ∈ [t0, t1] un proceso admisible con x(t0) = x0 y sea
ψ(t) = (ψ1, ..., ψn) una solución arbitraria de (2.2.24), es decir de ψ̇ = ATψ. Entonces

d

dt
(ψ(t), x(t)) = ψ(t)Bu(t)

en todos los puntos de control de U es decir

(ψ(t1), x(t1))− (ψ(t0), x(t0)) =

∫ t1

t:0

(ψ(τ)Bu(τ))dτ

Demo. Derivando el producto escalar (φ(t), x(t)), tenemos,

d

dt
(ψ, x) = (ψ̇, x) + (ψ, ẋ)

= (−ATψ, x) + (ψ,Ax+Bu)

= (−ATψ, x) + (ψ,Ax) + (ψ,Bu)

= (−ATψ, x) + (ATψ, x) + (ψ,Bu)

Del teorema fundamental del cálculo se tiene,∫ t1

t0

d(ψ(t)x(t)) = ψ(t1)x(t1)− ψ(t0)x(t0) =

∫ t1

t0

ψ(t)Bu(t)dt

OBS. Para u ≡ 0 tenemos (ψ(t), x(t)) = 0.

Ahora demostramos la desigualdad (2.4.37). Sea (u(t), x(t)) un proceso óptimo que
traslada x0 a 0 en tiempo T = t1− t0. Sea VT la esfera alcanzabilidad al origen. Es claro
que x0 pertenece a la frontera de VT , es decir, x0 ∈ ∂VT , ya que si x0 ∈ intVT entonces
se prodŕıa llegar en tiempo menor a T a cero. Construimos un hiperplano Γ al conjunto
VT en el punto x0. Sea n el vector normal a Γ. Sea Π el semiespacio determinado por Γ
que contiene VT . Π consiste en los puntos x ∈ Rn,

(n, (x− x0)) ≥ 0. (2.4.39)

Ya que VT esta en el subespacio Γ, entonces (n, (x− x0)) ≥ 0, para x ∈ VT . Sea ψ(t) la
solución de ψ̇ = −ATψ con ψ(t0) = n. Este vector no es trivial (ya que n 6= 0).

Mostraremos que ψ(t) es aquella que satisface el principio del máximo, es decir, (2.4.37).
Por contradicción, entonces existe v ∈ U tal que ψ(τ)Bu(τ) < ψ(τ)Bv.

Si τ < t1, entonces (ψ,Bu(t)) es continua por la derecha en τ , es decir, es continua
en algún [τ, τ ′].

De la continuidad de u se sigue que para algún intervalo [τ, τ + h] se satisface

ψ(τ)Bu(t) < ψ(t)Bv (2.4.40)

Si τ = t1, entonces el control u(t) es continuo, es decir, el producto escalar
(ψ(t), Bu(t)) es continua por la derecha a la izquierda de τ . Entonces en álgun
intervalo [τ − h, τ ] se satisface (2.4.40)
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Aśı, de en cualquier caso existe un intervalo [τ0, τ1] ⊂ [t0, t1] tal que es válido para
t ∈ [τ0, τ1].

Sea u∗(t) =

{
v τ0 ≤ t < τ1
u(t) en el resto de intervalo [t0, t1]

y x∗(t) su trayectoria correspon-

diente tal que en tiempo T = t1 − t0 traslada algún estado x∗(t0) = x∗0 a x∗(t1) = 0.
Entonces x∗0 ∈ VT y por eso

(n, (x∗0 − x0)) ≥ 0. (2.4.41)

Del lema 2.4.3 para ψ(t), x(t), u(t) tenemos

ψ(t1)x(t1)− ψ(t0)x(t0) =

∫ t1

t0

ψ(t)Bu(t)dt

de manera análoga

ψ(t1)x∗(t1)− ψ(t0)x∗(t0) =

∫ t1

t0

ψ(t)Bu∗(t)dt

restando tenemos, para x(t1) = x∗(t0) = 0, tenemos,

ψ(t0)(x(t0)− x∗(t0)) =

∫ t1

t0

ψ(t)B(u(t)− u∗(t))dt

pero
ψ(t0)(x∗(t0)− x(t0)) = n(x∗ − x0)

y u∗(τ) = u(τ) en [t0, t1] \ [τ0, τ1] entonces

(n, (x∗(t0)− x(t0))) =

∫ t1

t0

ψ(t)B(u(t)− v))dt < 0

de aqúı (n, (x∗0 − x0)) < 0 lo que contradice (2.4.41). El teorema 2.2.1 para sistemas
lineales con matrices constantes queda demostrado.



Caṕıtulo 3

Problema de momentos

Sea I un intervalo en R. Sea dada una secuencia de números reales (sj)j≥0. Hallar el
conjunto de medidas positivas σ sobre I (o funciones no decrecientes en I) tales que

sj =

∫
I

tjdσ(t), j ≥ 0 (3.0.1)

• I = [0,∞), Problema de momentos de Stieltjes

• I = (−∞,∞), Problema de momentos de Hamburger

• I = [a, b], Problema de momentos de Hausdorff

1) Existencia de la solución del PM,

2) Unicidad de la solución problema de momentos,

3) Descripción del conjunto de soluciones.

Solución única — el MP se llama determinado
En otro caso —- el MP se llama indeterminado

Definición 3.0.1 Si la secuencia de momentos dados sj es finita y contiene un número
impar o impar de momentos (sj)

m
j=0 entonces el problema de momentos (3.0.1) se llama

truncado ( problema de Momentos de Hamburger, Stieltjes, Hausdorff truncado ).

Denotemos el conjunto de todas las soluciones del problema de Momentos de Hamburger
truncado mediante Mn.

3.1. Criterios de solución

Teorema 3.1.1 a. El PM Hamburger, I = (−∞,+∞) tiene solución si y solo si

Hj :=


s0 s1 . . . sj
s1 s2 . . . . . .
... . . . . . . . . .
sj sj+1 . . . s2j

 ≥ 0, j ∈ N.

b. El PM Stieltjes, I = [0,+∞) tiene solución sii
s0 s1 . . . sj
s1 s2 . . . . . .
... . . . . . . . . .
sj sj+1 . . . s2j

 ≥ 0,


s1 s2 . . . sj−1

s2 s3 . . . . . .
... . . . . . . . . .

sj−1 sj+1 . . . s2j−1

 ≥ 0,

c. El PM Hausdorff, I = [a, b] tiene solución sii
s0 s1 . . . sj
s1 s2 . . . . . .
... . . . . . . . . .
sj sj+1 . . . s2j

 ≥ 0,


ŝ1 ŝ2 . . . ŝj−2

ŝ2 ŝ3 . . . . . .
... . . . . . . . . .

ŝj−2 ŝj+1 . . . ŝ2j−2

 ≥ 0

ŝj := −absj + (a+ b)sj+1 − sj+2

3.2. Función asociada a la medida σ

Usualmente en cada situación σ se asocia una función holomorfa de la forma

s(z) =

∫
I

dσ(t)

t− z (3.2.2)

donde σ(t) es una medida positiva definida en I.

Tal función es denominada función asociada al problema de Momentos de Hamburger
(Stieltjes, Hausdorff) truncado con (sj)

m
j=0 momentos. El conjunto de funciones asoci-

adas denotado mediante Zm.

Matriz Resolvente del Problema de Momentos truncado

Sea Uj(z) una función que va de los complejos a las matrices complejas de tamaõ 2× 2,
es decir, Uj : C→ C2×2, definida de la siguiente forma

Uj(z) :=

(
1− zu∗jR∗j (z̄)H−1

j vj zu∗jR
∗
j (z̄)H

−1
j uj

−zv∗jR∗j (z̄)H−1
j vj 1 + zv∗jR

∗
j (z̄)H

−1
j uj

)
. (3.2.3)

16
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Esta matriz se llama matriz resolvente del problema de momentos de Hamburger, cuyas
matrices Rj(z), Hj , vj , uj se definen mediante

Hj =


s0 s1 . . . sj
s1 s2 . . . . . .
... . . . . . . . . .
sj sj+1 . . . s2j

 , uj =


0
−s0

...
−sj−1

 ,

vj =


1
0
...
0

 , Rj(z) =


1 . . . 0 0
z . . . 0 0
...

. . .
...

...
zj . . . z 1

 ,

con Hj > 0, es decir, Hj es positiva definida. Definimos:

αj(z) := 1− zu∗jR∗j (z̄)H−1
j vj ,

βj(z) := zu∗jR
∗
j (z̄)H

−1
j uj ,

γj(z) := −zv∗jR∗j (z̄)H−1
j vj ,

δj(z) := 1 + zv∗jR
∗
j (z̄)H

−1
j uj .

Entonces la matriz resolvente Uj(z) se puede escribir en la siguiente forma

Uj(z) =

(
αj(z) βj(z)
γj(z) δj(z)

)
. (3.2.4)

Las funciones αj(z), βj(z), γj(z) y δj(z), son polinomios que dependen de los momentos
(sj)

m
j=0.

Con las entradas de la matriz Uj(z) se describen las soluciones del punto 3. Más
precisamente, sea la función s(z) definida de la siguiente forma:

s(z) :=
αj(z)w(z) + βj(z)

γj(z)w(z) + δj(z)
, (3.2.5)

es la función asociada a la solución del problema de momentos de Hamburger truncado,
aqúı, la función w(z) es un parámetro de la solución, el cual está determinado por la
relación

w(z) =

∫ ∞
−∞

dµ(t)

t− z . (3.2.6)

Esta función es holomorfa en C \ R, donde µ es una medida positiva arbitraria en R.

SeaR el conjunto de parámetros w que satisface (3.2.6), denotemos con R̃ := R∪{∞}.
De esta manera el conjunto de todas soluciones Zn del problema de momentos de
Hamburger se describe mediante el conjunto de parámetros R̃, ver Akhiezer [1].

Mediante la formula de inversión de Perron-Stieltjes se obtiene σ de la función asociada
s. Considerando que para cualquier t, c ∈ R y que c < t:

σ(t+ 0) + σ(t− 0)

2
= ĺım
ε→0

1

π

∫ t

c

=s(x+ iε)dx, (3.2.7)

donde se considera que las funciones que buscamos σ son continuas por la izquierda, es
decir σ(t) = σ(t − 0). Esto se puede consultar de la página 124 de [1], aśı como en la
página 11 de la sección 59 (volumen II) de [1].

J-forma de la Matriz Resolvente de Hamburger

Una de las propiedades más importantes de la matriz resolvente del problema de mo-
mentos de Hamburger son las denominadas J-propiedades, con las cuales, junto con el
Teorema de Identidad para funciones anaĺıticas, nos permitirá encontrar la inversa de
la matriz resolvente de manera expĺıcita.

Más precisamente, sea J una matriz de dimensión p × p con las siguientes 2
propiedades: J∗ = J y J2 = Iq, donde Iq denota la matriz identidad de tamaõ q× q, es
decir, Iq ∈ Cq×q sea A una matriz p× p, entonces las J-propiedades de A se clasifican
de la siguiente forma:

A es J-contractiva si y solo si J −AJA∗ ≥ 0.

A es J-expansiva si y solo si J −AJA∗ ≤ 0.

A es J-unitaria si y solo si J −AJA∗ = 0.

Se demuestra en la página ?? que considerando la matriz

J̃q =

(
0q −iIq
iIq 0q

)
(3.2.8)

donde 0q denota la matriz 0 de tamaõ q × q, es decir, 0q ∈ Cq×q, entonces la matriz
resolvente satisface

J̃q − Uj(z)J̃qU∗j (z) = x


≥ 0, =z ∈ (0,∞)

= 0, z ∈ R
≤ 0, =z ∈ (−∞, 0)

(3.2.9)

es decir:

Uj(z) es J̃q-contractiva cuando =z > 0.

Uj(z) es J̃q-unitaria cuando =z = 0 (z ∈ R).

Uj(z) es J̃q-expansiva cuando =z < 0.



Caṕıtulo 4

Problema de control como problema de momentos

Consideremos el sistema

ẋ = Ax+ bu, x(0) = x0, |u| ≤ 1 (1)

donde

A =


0 0 · · · 0

1 0
. . . 0

...
. . .

. . .
...

0 · · · 1 0

 , b =


1
0
...
0

 . (2)

Se requiere hallar:
P1. El conjunto de todos los controles u = u(t), |u(t)| ≤ 1, tales que la trayectoria x(t)
del sistema ẋ = Ax + bu(t) partiendo del punto inicial x(0) = x0 arribe al origen en
tiempo θ > θmı́n, es decir x(θ) = 0.

Esquema de solución

Consideramos el problema de la contrabilidad cero para el sistema canónico ( SNC) bajo
restricciones sobre el control. En el estudio del problema (SNC) seguimos el siguientes
pasos:
I.) El problema (SNC)

m
II.) L–problema de momentos de Markov

m
III.) Problema de momentos de Hausdorff.

m
IV.) Desigualdad Matricial Fundamental (FMI) de Potapov.

En el presente trabajo se obtienen:
A.) El conjunto de todos los controles u, que sean solución del problema SNC para
θ > θmı́n. θmı́n es el tiempo mı́nimo (Time Optimal Control).
B.) Se presenta un ejemplo.

Solución del problema SNC

S1. Reducción del problema SNC a un
L-problema de momentos de Markov.

La solución del sistema (1) tiene la forma

x(θ) = eAθ

x0 +

θ∫
0

e−Aτ bu(τ)dτ

 (3)

De la completa controlabilidad del sistema (1), se deduce que existe θ tal que x(θ) = 0.
Tomando en cuenta la relación

e−Aτ b =


1
−τ
...

(−1)n−1

(n−1)!
τn−1

.

(3) representamos en la forma

−xj0 = (−1)j−1

(j−1)!

θ∫
0

τ j−1u(τ)dτ, j ∈ {1, . . . , n}.

Aqúı xT0 = (x1
0, . . . , x

n
0 ).

La última relación representamos en la forma

θj + (−1)jj!xj0
2j

=

θ∫
0

τ j−1f(τ)dτ . (5)

Donde f(τ) = 1
2
(u(τ) + 1), f ∈ Cf . Donde Cf1 = {f : 0 ≤ f(τ) ≤ 1 τ ∈ [0, θ]}.

(5) escribimos de la forma

cj(θ, x0) =

θ∫
0

τ jf(τ)dτ, j ∈ {0, · · · , n− 1} (6)

(6) representa un 1–problema de momentos de Markov (PMM).

18
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S2. Usando la relación

sj =
1

j!

·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 −L · · · 0

2c1 c0
. . . 0

...
. . .

. . .
...

(j − 1)cj−2 (j − 2)cj−3 · · · −(j − 1)L
jcj−1 (j − 1)cj−2 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= cj + c0cj−1 + · · · , (7)

se reduce a un Problema de Momentos de
Hausdorff (PMH).

El PMH es el siguiente: Dados {sj}nj=0 ∈ R, hallar el conjunto M([0, θ], {sj}nj=0) de
medidas positivas σ, tales que se cumple

sj =

θ∫
0

τ jσ(dτ), j ∈ {0, · · · , n}. (8)

Preposición 1. [10, Krein/Nudelman]El L–problema de momentos de Markov (7) es
soluble si y sólo si el problema de momentos de Hausdorf (8) es soluble.

Usando la transformada de Stieltjes de una medida positiva σ: s(z) =
θ∫
0

σ(dτ)

τ − z , σ ∈

M[0, θ], (9)
el PMH es equivalente al problema de hallar el conjunto L([0, θ], {sj}nj=0) de funciones
s: s sean transformadas de σ : σ ∈M([0, θ], {sj}nj=0).

Del PMH a la Desigualdad Fundamental de Potapov
Definicion 2. Sea n = 2p+ 1. Usando
s0, s1, . . . , s2p+1 construimos las siguientes matrices

K̃1 = {sj+k}pj,k=0, K̃2 = {sj+k+1}pj,k=0

T =


0 0 . . . 0 0

1 0
. . . 0 0

...
. . .

. . .
...

...
0 0 . . . 1 0


︸ ︷︷ ︸

p+1

,

v = column[1, 0, . . . , 0]

u = column[−s0,−s1, . . . ,−sp],
RT (z) = (I − zT )−1.

K1 = K̃2, K2 = θK̃1 − K̃2,

u1 = u, u2 = −u+ θTu.

Además introducimos dos funciones auxiliares

s̃1(z) = zs(z),

s̃2(z) = (θ − z)s(z), z ∈ C \ [0, θ]. (9)

Donde s(z) ∈ L([0, θ], {sj}2p+1
j=0 ).

Definición 3. Sea n = 2p. Sean T1 = T , T definidos como en definición 2. Usando los
momentos s0, s1, . . . , s2p construimos las matrices

K1 = {sj+k}pj,k=0,

v1 = column[1, 0, . . . , 0],

u1 = column[0,−s0, . . . ,−sp−1],

RT1(z) = (I − zT1)−1,

K̃1 = {sj+k+1}p−1
j,k=0,

K̃3 = {sj+k+2}p−1
j,k=0,

K2 = θK̃1 − K̃3,

T2 =


0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0


︸ ︷︷ ︸

p

,

v2 = column[1, 0, . . . , 0],

RT2(z) = (I − zT2)−1,

ũ1 = column[−s0,−s1, . . . ,−sp−1],

ũ3 = [−s1,−s2, . . . ,−sp],
u2 = (a+ b)ũ1 − ũ3.

Aqúı u1, v1 ∈ Rp+1, u2, v2 ∈ Rp. Además intruducimos dos funciones holomórfincas

s̃1(z) = s(z),

s̃2(z) = (θ − z)zs(z)− s0z, z ∈ C \ [0, θ]. (10)

Donde s(z) ∈ L([0, θ], {sj}2pj=0).
Definición 4. La función s es una solución de un sistema de desigualdades (Desigualdad
Matricial Fundamental, FMI) de V.P. Potapov , si s satisface las siguientes propiedades:
(i) s es holomórfica en C \ [0, θ].
(ii) Para r ∈ {1, 2} se cumple la desigualdad[

Kr RTr (z) [ vr s̃r(z)− ur ]

∗ {s̃r(z)− s̃∗r(z)}/{z − z̄}

]
≥ 0. (FMI)

Donde Kr, Tr, ur, sr(z) y vr estan definidos como en (8) y (9). ∗ significa la conjugada
compleja de RTr (z) [ vs̃r(z)− ur ].

Teorema 1. La función s es una transformada de σ ∈ M([a, b]; {sj}nj=0), es decir
s ∈ L([0, θ], {sj}nj=0) si y sólo si s es una solución del sistema (FMI) de Potapov.
Para θ > θmı́n las matrices K1, K2 son positivamente definidas, es decir detKr 6= 0,
r = {1, 2}.
Sea U = {Uij}2i,j la matriz resolvente del PMF. Donde en el caso impar,
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U11(z) := 1− zu∗2 RT∗(z)K−1
2 v,

U12(z) := u∗1 RT∗(z)K−1
1 u1,

U21(z) := −(θ − z)zv∗RT∗(z)K−1
2 v,

U22(z) := 1 + zv∗RT∗(z)K−1
1 u1.

En el caso par,

U11(z) := 1− zu∗1 RT∗
1

(z)K−1
1 v1,

U12(z) := M − zu∗1 RT∗
1

(z)K−1
1 v1M

+zu∗1 RT∗
1

(z)K−1
1 u1,

U21(z) := −zv∗1 RT∗
1

(z)K−1
1 v1,

U22(z) := 1− zv∗1 RT∗
1

(z)K−1
1 v1M

+zv∗1 RT∗
1

(z)K−1
1 u1.

M = (1 + θ[u∗1K
−1
1 v1 − u2K

−1
2 v2])(θv∗1K

−1
1 v1)−1. Entonces,

Teorema 2. La transformación lineal fraccionaria s := U11+wU12
U21+wU22

realiza una relación
bijectiva entre:
a) (Caso impar), el parámetro w ∈ R[0, θ] ∪ ∞ y la transformada de Stieltjes s ∈
R([0, θ], (sj)

2n+1
j=0 ).

b)(Caso par), el parámetro w ∈ S[0, θ] ∪ ∞ y la transformada de Stieltjes s ∈
R([0, θ], (sj)

2n
j=0).

w ∈ R[0, θ]⇔ w =
∫ θ

0
(t− z)−1σ(dt),

w ∈ S[0, θ]⇔ w = (b− z)
∫ θ

0
(t− z)−1σ(dt),

σ ∈M[0, θ].
Solución del problema P1

El conjunto de controles U = {u : u(t) = 2f(t)−1, t ∈ [0, θ]} es la solución del problema
SNC. Donde,
f(t) = − ĺımε→+0 arg ((t+ iε)s(t+ iε)), (13)

Ejemplo. Sea ẋ1 = u, ẋ2 = x1, |u| ≤ 1, con la posición inicial x0
1 = 0, x0

2 = 1.
Para θ = 3 las matrices K1 > 0, K2 > 0. De acuerdo al teorema 2, calculamos
U11 = 1 − 12

13
z, U12 = 23

15
− 4

5
z, U21 = 1

13
z(−31 + 12z), U22 = 1 − 41

15
z − 4

5
z2. Es-

tablecemos w = (θ− z)
∫ θ

0
(t− z)−1dt, aqúı σ(t) = t. El control buscado u(t) = 2f(t)−1

donde,

f(t) =

{
1
π

(h(t)− 1+(−1)k

2
π), tk≤t<tk+1,

k=0,..,3,
1
π

(h(t)− π), t4 ≤ t ≤ 3.

h(t) = arctan 38025π
g(t)

,

g(t) = 194435 + 3t(2704(−7 + 3t) + 75π2(−3 + t)(−31 + 12t)(−13 + 12t)) +
15
4

lg
∣∣ t−3
t

∣∣ (−26(−3+2t)(65+144(−3+t)t)+15(−3+t)t(−31+12t)(−13+12t) lg
∣∣ t−3
t

∣∣).
t0 = 0, t1 = 0,0197331, t2 = 1,11521806, t3 = 2,526024, t4 = 2,9091237.
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