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Introduccion.

En este curso involucraremos dos topicos aparentemente no conectados: Por un
lado la Teoria de Control de sistemas descritos por ecuaciones diferenciales or-
dinarias y por el otro el Problema de Momentos, este ultimo desde el punto de
vista teorético funcional. Veamos algunas nociones de estos dos tépicos:

0.1. Nociones de la Teoria de Control de EDO

Los objetos controlables se ven literalmente a cada paso, el automédvil, avion,
todos los instrumentos eléctricos, equipados con reguladores (por ejemplo, un
refrigerador eléctrico), etc. Lo comin en todos estos objetos es que podemos
“controlarlos”, podemos de una u otra forma influir en su conducta.

Nosotros consideraremos el primer caso, es decir trataremos con ecuaciones de la
forma,

&= f(z,u),

donde x € R™ y f es una funcién suave.

(0.1.1)

Recalquemos que a diferencia de los resultados principales del estudio de ecua-
ciones con parametros, los cuales se refieren a la continuidad y diferenciabilidad
de las soluciones del sistema (0.1.1) que dependen del pardmetro, en la teorfa de
control el pardmetro w es una funcién u : [tg, 7] — ) continua a trozos (por la
izquierda), que depende del tiempo, llamada control del sistema (0.1.1).

Conociendo la conducta del parametro de control u, es decir, conociendo las
funciones de control u(t) para t > to, del sistema de ecuaciones

&= fx, u(t))

podemos univocamente determinar el movimiento del objeto (para ¢t > tg), si
conocemos la posicién de fase del objeto en el momento t = 4. Es decir, mediante
la funcién dada u(t) y la posicién fase inicial xg de manera univoca se determina
la trayectoria de fase x(t), t > to.

(0.1.2)

Con frecuencia el parametro de control u no puede admitir valores completamente
arbitrarios, sino estan sujetos a algunas restricciones, denominados controles
admisibles.

En la Teoria de Control son importantes los siguiente problemas:

a) Dado un modelo matematico, se puede garantizar que es controlable?
b) Cémo determinar un control?

¢) Cémo hallar un control éptimo en algin sentido?

La teoria de control éptimo (TCO) surgié en los anos 50’s en respuesta a los
esfuerzos de los estadounidenses y rusos por explorar el espacio cosmico. La TCO
incluye problemas de optimizacién.

Por ejemplo, se desea construir trayectorias a lo largo de las cuales un vehiculo
espacial, controlado por un motor a propulsién pueda llegar a su destino en un
tiempo minimo, o usando el minimo de combustible.

Se consideran iniciadores de teoria de control 6ptimo al matemadtico ruso Lev
Pontryagin, quien con coautores sugirié el método del Principio del Méximo de
Pontryagin (PMP) y el ingeniero estaounidense Richard Bellman, autor de el
método de la Programacién Dindmica (PD).

En el presente curso consideraremos solamente el método PMP.

0.2. Nociones del Problema de Momentos

El matematico ruso Chebyshev fue, aparentemente, el primero en considerar el
problema de momentos.

co—/abf(u)du, cl—/abuf(u)du, ck—/abukf(u)du.

El concepto de problema de momentos lo introdujo Stieltjes en 1894, quien tam-
bién introdujo el concepto de integral de Stieltjes [1].

Dar una distribucién de masa positiva en la recta [0, 00), significa dar una funcién
no decreciente o(u) (u > 0) tal que el incremento o(5) — o(«) representa para
cualquier « > 0y 8 > « la masa que corresponde al intervalo [, 3]. La masa
completa del conjunto [0, 00) se representa en la forma

i [o(8) ~ o(0)) = [ dow)

B—o0



Lev Semenovich Pontryagin, 1908-1988.
Matematico  soviético nacido en
Moscu. Sus aportaciones principales:
en topologia algebraica y topologia
diferencial y control 6ptimo.

En 1961 publicé junto con V. G.
Boltyanskii, R. V. Gamkrelidze y E. F.
Mishchenko su libro ” Teoria matematica
de los procesos éptimos”

Richard Ernest Bellman (1920-1984) fue
un matematico aplicado, cuya mayor
contribucién fue el método denominado
programacion dindmica publicado en:
Bellman R: An introduction to the the-
ory of dynamic programming RAND
Corp. Report 1953.
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R. Bellman [1920-1984]

/000 udo (u), /000 u?do(u),

representan los momentos estaticos de la distribucién de masa considerada y el
momento de inercia respecto del punto u = 0. Stieltjes llama momento general-
izado de orden k a la integral
o0
/ uFdo(u).
0

Consecuentemente en el problema de Stieltjes se tiene una sucesién de nimeros
s (k=1,2,...) y se busca una funcién no negativa o(u), para u > 0, tal que se
satisface

mientras que

/ uFdo(u) = s, (k=0,1,2,...)
0

El matemadtico alemén Felix Hausdorff (8 de noviembre de 1868, 26 de enero de
1942)

Nuestro enfoque para el estudio del problema de momentos de Hamburger (I =
R), Stieltjes (I = [0,00)), Hausdorff (I = [a,b]), (abreviado PM) es llevar o
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La interpretaciéon mecanica del problema
de Chebyshev [1] se describe asi: Sean
dados la longitud, el peso, el lugar del
centro de gravedad y los momentos de
inercia de una barra rectilinea con densi-
dad desconocida que cambia de un punto
a otro. Se requiere hallar la funcién den-
sidad.

En su manuscrito sobre fracciones con-
tinuas Stieltjes escribid:. ”Vamos a lla-
mar problema de momentos al siguiente
problema: Encontrar la distribucién de
una masa positiva en el intervalo [0, 00),
si son dados sus momentos de orden
k(k=0,1,2,...).”

Stieltjes [1856 - 1894]

trasladar el problema PM a un problema que involucra funciones holomorfas de
la forma

s(z) = /I(T —2) Ydo (1), (0.2.3)

donde o es medida positiva (o funcién mondtona no decreciente de variacién
acotada) sobre I C R.

La solucién del PM se da mediante la relacion

_ a(z)w(z) + B(2)
s(2) =
V(2)w(2) +6(2)
donde w pertenece a una cierta clase de funciones holomorfas de la forma (0.2.3)
y a, B, vy ¢ son polinomios que dependen de los momentos (s]);”

Normalizando ¢ por la condicién

o(t)=(c(t+0)—0o(t—0))/2, o(0) =0,

ésta funcién es determinado tinicamente por la siguiente férmula inversa de Stielt-
jes:

1 t
o(t) = — lim

T e—0 a

Im s(x + ie)dx,
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Resolvié el problema de momentos: Da-
da una secuencia de nitmeros {s;}5_,
hallar una medida positiva p (o funcién
monotona no decreciente de variacién
acotada p(t)) sobre [0, 1] tal que

1

5 = /tjd(u(t)), i=0,.. ok

0

Hausdorff [1868 - 1942]
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Capitulo 1

Sistemas controlables

Son objetos controlables el automovil, avién, todos los instrumentos eléctricos,
equipados con reguladores, comun en todos estos objetos es que podemos “con-
trolarlos”.

Nosotros consideramos modelos matematicos de procesos controlables y no asi de
objetos reales. En la teoria de control los objetos principales son los sistemas de
ecuaciones que dependen de un parametro de control u, por ejemplo, sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), en diferencias, en derivadas parciales,
tales sistemas se llaman sistemas controlables. Nosotros trataremos con sis-
temas EDO de la forma

&= f(z,u), z€R", uekR". (1.0.1)
donde f es continua diferenciable, R™ es el espacio de estados = del sistema; R”
es el espacio de controles.

A diferencia del estudio de ecuaciones diferenciales con pardmetros donde el
parametro u es un numero fijo, en la teorfa de control u es una funcién
uw : [0,T] — R" continua a trozos (por la izquierda), que depende del tiempo,
llamada control del sistema (1.0.1).

1.1. Ejemplo de un sistema controlable

Sea que una particula se mueva en forma rectilinea sin friccién al cual se le aplica
una fuerza F.

F Sea que una particula se mueva en forma recti-
H m linea sin friccién al cual se le aplica una fuerza
acotada F'.

De acuerdo a la segunda ley de Newton el movimiento de dicha particula despre-
ciando fricciones esta dado por la ecuacién F' = ma. Supongamos que y representa

la posicion de la particula y m = 1. Hagamos u = F', entonces tenemos la ecuacion

j=u, ful <1

Equivalentemente (denotando 1 =y, x5 = ¢ ) tenemos el sistema

j?l = X2, (1.1.2)
T2 = wu, |ul<1.

Sea dado un posicién inicial zo. Por ejemplo, deseamos hallar el control éptimo v = u(t)
y la trayectoria correspondiente z(t), con z(0) = zo, y #(T") = 0 que minimice el tiempo
de recorrido, 7' — min.

1.2. Nociones preliminares

Consideremos el sistema de E.D.O.

z = f(t,x) (1.2.3)
donde f estd definido en D C R"*! = R"™ x R. El conjunto R™ se llama espacio fase de
(1.2.3), cada elemento z € R" recibe el nombre de vector fase.

La solucién z = 7(¢) es solucién de (1.2.3) si 7(t) (trayectoria fase) satisface (1.2.3),
es continua en D y diferenciable en D excepto en un conjunto finito I' de puntos. La

solucién 7(t) se puede escribir en forma paramétrica: z1 = 71 (), -+ ,Tn, = Tn(t)
Consideremos el sistema
z = f(t,x,u), xz € R", u € R",u vector pardmetro (1.2.4)
y=C(t)x, C(t) € Mpxn

(1.2.4) es un sistema de control si cuando v = u(t) (llamado entrada). La funcién y se
llama salida de (1.2.4) o parte observable de (1.2.4).
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Definicién 1.2.1 Si para el par de puntos xo,x1 € R" existe una funcion continua a
trozos u(t) definida en [to,T] tal que la solucion del problema de Cauchy

{x’ = f(t,z,u(t))

o(t0) — 20 (1.2.6)

es tal que satisface x(T) = x1, entonces se dice que el control u(t) traslada o lleva xo
en x1 en tiempo T — to.

Definicién 1.2.2 (Completamente Controlable) El sistema de control (1.0.1) se
llama completamente controlable, denotado como CC, siV xo,x1 € R™ existe con control
admisible u(t) definida en [to,T] tal que traslada xo a 1.

1.2.1. Matrices definida positivas

Sea dada A una matriz real simétrica de dimensién n X n.

Definicién 1.2.3 o) La forma cuadrdtica 27 Az se llama nonegativa definida (positiva
definida) si ¥ Az >0 para x € R™ (x7 Az > 0 para z € R™ \ {0} ).

b) La matriz A que determina la forma cuadrdtica anterior se llama nonegativa definida
(positiva definida) si su forma cuadrdtica es nonegativa definida (positiva definida).

Criterio de Sylvester. La matriz A simétrica es definida positiva si y sélo si

aii A1in
a a
M0, AL =] 0 . [ >0

A1 =ai; >0, Ap =
a2 G2

1.2.2. Matrix exponente

Sea dada una matriz A de dimensién n x n. La matriz exponencial e se define mediante
la relacion

(1.2.7)
Esta matriz esta bien definida en virtud a la desigualdad [|e??|| < e*lI4!l.

Definicién 1.2.4 Sea una matriz A real de dimensién n x n. El polinomio pm()\) =

A"+ Cm—1Am—1+ ...+ 1A+ co de grado m se llama anulador de la matriz A si
pm(A) - C'mAm + C'mflAmfl +...+ CIA + COIm - Om

donde I, y O, representan la matriz identidad y la matriz cero de dimension n X n,

respectivamente.

Por el teorema de Cayley—Hamilton, el polinomio caracteristico de una matriz es un
polinomio anulador de esta matriz.

Definicién 1.2.5 Sea una matriz A real de dimension n x n. Se llama polinomio mini-
mo de la matriz A, denotado por ma(X), al polinomio anulador de A de menor grado.

La matriz e** se puede calcular utilizando la forma de Jordan de la matriz A. Otro méto-

do consiste en hallar la matriz e?? a través de una suma finita de funciones quasipoli-
nomiales y exponentes de A.

Teorema 1.2.1 Sea A una matriz real n x n y ma(A) = bpA? + b1 A*71 + ... + bo

el polinomio minimo. Entonces la matriz exponente e* tiene la siguiente forma: et =

b=l ak(t)AF donde ax(t) parak =0,...,p—1, es la solucidn del ecuacién diferencial

bpa,(f) —+ bp71al(€p71) +...+boar =0

con condiciones iniciales al(f)(O) = Ok

1.3. Controlabilidad de sistemas de control EDO

Consideremos el sistema:
t=Az+Bu, z€R"ueR’, (1.3.8)

donde las matrices A, B son constantes, de dimensiones n X n y r X n, respectivamente.
Sean definidas las siguientes matrices:

Q:= (B,AB,--- ,A"'B) (1.3.9)
de dimensién n X nr, denomidado matriz de Kalman, y la matriz n X n
T *
N(to,T) := / e BB e dt. (1.3.10)
to

Teorema 1.3.1 (Criterio de controlabilidad de sistemas lineales constantes)
Son equivalentes las siguientes 3 afirmaciones:

a) El sistema (1.3.8) es completamente controlable en [to,T].
b) Rango(Q) =n
¢) N(to,T) >0

Ademds la funcion

u(t) = B e !N~ (to, T) (eiAtacl - eiAth:O) (1.3.11)
es uno de los posibles controles que transladan z(to) = xo a z(T) = 1 en tiempo T —to
mediante el control u(t).



Demostracién. La demostracion se lleva a cabo en 3 partes: CC = Rango (Q) = n.
Utilizando la férmula de Cauchy para (1.3.8) con z(to) = o

¢
z(t) = et g +/ A7) Bu(r)dr (1.3.12)

to

Por contradiccién: sea que el sistema sea CC pero Rango(Q) < n = filas son linealmente
dependientes = 3¢ # 0, ¢ € R" tal que

Q=0 = ('B=(C"AB=---=C"A""'B=0 (1.3.13)

At

y por el desarrollo de ™" en forma de suma finita ( Zas , tomando

zo = 0, z1 = ¢, ya que por condicién de CC existe u(t) tal que la trayectoria de (1.3.8)
con u = u(t) comienza en x(0) = z¢ en tiempo T alcanza ¢, es decir, z(T) = z1 = ¢,
sustituyendo ¢ by T in (1.3.12), tenemos,

T
o(T) = e* Tty +/ AT =7 Bu(r)dr
to

pero o = 0y z(T) = z1 = ¢, entonces:

(= / e Bu(r) dT—/ (Zas > u(r)dr

Ahora multiplicando por ¢* por la izquierda:

Tp—1
¢=1dI? = [ Saule)cA*Butr)dr =0 por (1313
t

0 s=1

p < n, donde p = degree(ma(\)) (polinomio minimo de A)

= (¢ =0 contradiccién = ’ CC = Rango(Q) =n ‘

En inciso 1) queda demostrado.

2) [Rango(Q) = n = N(to,T) > 0] Por contradiccién. Sea que la matriz N (¢o,T") no

es positiva definida. Denotemos la forma cuadratica
V(z) := 2" N(to,T)x (1.3.14)

la cual no es positiva definida, denotado como V(z) 0. De (1.3.10) tenemos

Vix) = /tT (az*e_AtB) (B*e“‘*fx)dt.

Denotando (x*eiAtB) =

se tiene:
T *
V(z) :/ HB*efA ‘'z
to

T (B*efA*tm) =: y y recordando que y*y = Hy||2, entonces

2
‘ dt = V(z)>0

Sistemas de control y momentos. Emalca—Meéxico 2013

Por (1.3.14), V(z) # 0, entonces existe una vector ¢ # 0 tal que V(¢) = 0, consecuente-

* 2 *
mente ft: HB*efA tx‘ dt = 0 que es equivalente a la igualdad HB*efA t() =0 en
[to, T, es decir, B*e_A*tC = 0. Derivando:

e~ B =0
—(*Ae”'B =0

(1.3.15)
(71)77, C*An—le—AtB =0

tomando en cuanta la igualdad e?*AF = AFe?* y denotando ¢* = ¢*e 4%, donde

q* # 0, tenemos que (1.3.15) se reescribe como:

q*B =0
q¢*AB =0

< ¢"Q =0=| Rango(Q) <n
A" 'B =0

El inciso 2) queda demostrado.
3) N(T') > 0= CC. Si N(T') > 0 entonces existe la matriz inversa N~
(1.3.11) en (1.3.12) para t = T tenemos

Y(T), sustituyendo

T
z(T) = Ty, —|—/ T Bu(r)dr

to
= AT —t0) g +/ AT T)B(B* —A* TN—1(T) (e—ATml _ eAt0$0>>d7_ = 2.
to

Y zo,z1 € R™, entonces el sistema (1.0.1) es CC.

1.4. Sistemas lineales con matrices que dependen

del tiempo

Consideremos el sistema

t=A(t)x+ B(t)u, v €R", weR", A(t) € Mpxn, B(t) € Muxr. (1.4.16)

Definamos el operador A := —A(t) + £ sobre el conjunto de matrices n — 1 continuas

diferenciables M, xr:

AB(t) = B(t), A'B(t) = (—A(t) + %) B(t) = —A(t)B(t) + B(t)
AFB(t) = A(A* ' B)
Sea Q(t) := (B,AB, e ,A"le)

Teorema 1.4.1 (Condicién necesaria y suficiente de controlabilidad completa)
Sea A(t), B(t) de la clase C™[to, T], si 3t1 € [to, T tal que rango(Q(t1) = n, entonces
el sistema (1.4.16) es CC en [to, T
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Ejemplo 1.4.1 Consideremos el sistema @ = Az + Bu donde

1 2« 0
a=(y %) acw s=(1).

Utilizando el criterio de Kalman se tiene que

rang(B, AB) = rang( (1) 2(? )

es igual a 2 para a # 0 por lo tanto el sistema en este caso es completamente controlable,
y para o = 0 el rango es 1 por lo tanto el sistema no serd completamente controlable.




Capitulo 2

Principio de Maximo de Pontryagin

El principio del maximo de Pontryagin determina las condiciones necesarias de optimal-
idad de un control, en sistemas de control.

Sea que el objeto de control se describe mediante el sistema de ecuaciones

= f(z,u), == (T1,....,Tn), u= (UL, ..,Ur). (2.0.1)
Suponemos que el control v toma valores en un conjunto cerrado (compacto) U de R".
Asumimos que f(z,u) es continua respecto de u, z, y posee derivadas parciales respecto
de zj, j = 1,...,n. Llamaremos controles admisibles a funciones u continuas a trozos
que toma valores en el conjunto U. El problema de control éptimo tiene el siguiente
planteamiento: entre todos los controles admisibles, que trasladan un punto de partida

z° al punto terminal z*, si tal control existe, hallar un control tal que

J(z,u) :/tlfo(x,u)dt (2.0.2)

alcance el minimo.

fo es continuo respecto de x y a continuo a trozos respecto de u. Consideremos una
nueva coordenada xg:

dl‘o _
W = f0($,u) (203)
anadiendo (2.0.3) a (2.0.1) tenemos
z = f(Z,u), (2.0.4)

donde T = (z0,%1,..-,%n), f(@u) = (fo(Z,u),..., fn(T,u)). Notemos que f(Z,u) no
depende de xo.

Sea ¥ = (0,2°) en espacio face n + 1 de R" ™.

Sea u(t) un control admisible y z(t) su trayectoria correspondiente que satisface x(to) =
20, z(t1) = z'. De (2.0.3) zo(t) = ftto fo(z(7),u(r))dr, para t = t;

zot1) = / ' fola(r), u(r))dr = J(z,u)

De esta manera, en T la trayectoria fase T(t) que corresponde al control u(t) pasa en
t = to por el punto (0,2°%) y para t = t1, por el punto " = (J, z'). Denotemos mediante
IT la recta paralela al eje xo que pasa por (0, xl).

Consideremos funciones auxiliares o, 91, ..., ¥ que satisfacen

" 0f;(Z, u
Y = Z fja(z )wj, 1=0,n (2.0.5)
j=0 v
Este sistema se llama adjunto al sistema (2.0.4).
Si se escoge un control u(t) en [0,%;] se puede hallar la trayectoria T : Z(to) = Z°.
Colocando en (2.0.5) tenemos
: = 0f;(Z(t), ult

8:131'

Jj=0

El sistema (2.0.6) satisface las condiciones de existencia y unicidad. (2.0.4) y (2.0.5) se
pueden unir mediante la funcién,

H,zu) =Y difi(@u) = (&, f(@,u). (2.0.7)
1=0
donde ¥ = (1o, ..., %¥n). Entonces (2.0.4) y (2.0.5) se puede escribir como
b= gj;_ . i=0m (2.0.8)
s —gg , i=0,n (2.0.9)

Notemos los vectores funciones Z(t) y 1 (t) son continuos y son continuos diferenciables
excepto en los puntos donde el control admisible u(¢) tiene saltos.

Para valores fijos de T y 9 la funcién H _es una funcién de u. Denotemos w(, @) =
sup,cy H(¥,Z,u) o u(¥,T) = maxuev H(Y,Z, u) si el mdximo se alcanza.
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Teorema 2.0.2 Sea u(t), to < t < t1, un control admisible tal que la trayectoria cor-
respondiente T(t) : Z(to) = T° y que pasa por la recta II para t = t;.

Para que u(t) y z(t) sean dptimos es necesario que exista un vector-funcion v Z 0, que
corresponde a las funciones u(t) y z(t), tales que:

1. Vt € [to,t1] la funcion H(Y,T,u) alcanza el maz resp de u(t), es decir

HEW),7(0), u(t) = n(@(0), 3(1)) (2.0.10)

2. En el tiempo finito t1, tiene lugar la relacion
Yo(tr) <0, p(Y(tr),z(t1)) =0 (2.0.11)
Se puede mostrar que los vectores funciones 1 (t), T(t) y u(t) satisfacen (2.0.8) y (2.0.9)

y la condicién (2.0.10) entonces las funciones o (t) y u(1(t), Z(t)) son constantes, asf la

condicién (2.0.11) se puede verificar en cualquier ¢.

2.1. Principio del maximo. Problema de Boltza

Consideremos el sistema de control

z=f(t,z,u), re€R" to<t<T (2.1.12)
.T(to) = Zo, (2.1.13)
y el funcional
T
J(u) = / Fo(s,z(s),u(s))ds + ¢(z(T)) — inf. (2.1.14)
to
con el control restringido
u(t) € U, Ues un compacto en R™ (2.1.15)

donde f, fo : RxR" x U — R", ¢ : R" — R; f, ¢ son continuamente diferenciables
respecto de x, u y fo asumimos es continuo.
Denotemos P P n

t i(t, T,

oz oz .

0,3
donde i es el numero de fila, j es el nimero de columna. ¢, es un vector columna,
(2L,..., 2T
T Tn

Asumimos que f, fo y ¢ son funciones Lipschitz respecto de = y wu.
Para to, T, z(to) = o € R" fijos y «(T") no fijo.

Teorema 2.1.1 Sea uo(t) el control dptimo de (2.1.12)-(2.1.15) y zo(t) la trayectoria
dptima. Entonces eziste un vector ¥(t) tal que

'9& = - (Hac(t:xO(t)7u0(t)7¢(t)))T7 to<t<T, QZ)(T) = _¢$($O(T))7
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tal que
mas (1, 20(£), u, () = H(t, (1), uo(t), (1) (2.1.16)
donde H se define mediante
H(t, xo(t),u,(t)) = T f(t,z(t),u) — Fo(t, z(t), u). (2.1.17)

Observemos que la funcién H en (2.1.16) se calcula respecto del pardmetro u € U para
t, zo(t), $(t) fijos.

El algoritmo para determinar el control 6ptimo es el siguiente: 1) se determina
uo(t, ¥(t), zo(t)) de (2.1.16).

2) sustituir up en (2.1.12) se resuelve el problema de contorno respecto de xo(¢t) y 9 (t).
3) sustituir zo(¢) y ¥ (t) en el control up. Se obtiene ug(t). La funcién uo(t) es el control
6ptimo de (2.1.12), y (2.1.14) si el problema de contorno 2) tiene solucién tnica.

2.2. Principio del maximo para la optimalidad en

sentido del tiempo
En este caso el funcional es:

t1
J(z,u) = / dt =t1 —to, fo(z,u)=1 (2.2.18)
to

Formulemos el teorema del principio del méximo cuando en calidad de costo, funcional
J se escoge la rapidez. Escribamos la funcién #H (v, Z,u) tomando en cuenta (2.2.18):

H(W,Z,u) = o + Y _ i fi(x,u) (2.2.19)
=1
consideremos el vector n—dimensional
¢(t) = (wh e 7w’"«)
y la funcién
H(y,z,u) szfz x,u) (2.2.20)
De (2.2.20) tenemos
OH
z = 90r i=1n (2.2.21)
: OH
= - =1 2.2.22
b= -2 i-Ta (22.22)
Denotamos M (1), x) = sup, ¢y H(¥, z,u) o (max). Es claro que
M (¥, x) = p(y, x) — o (2.2.23)

Tomando en cuenta las notaciones introducidas, el teorema del principio de maximo se
formula de la siguiente manera:
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Teorema 2.2.1 Sea u(t), to <t < t1 algin control admisible que lleve zo a x1 y z(t)
su trayectoria fase correspondiente.

Para que u(t) se el control dptimo en sentido de la rapidez, es necesario que exista
P(t) Z 0 que satisface (2.2.22) tal que:

1. Vt € [to, t1], la funcion H alcanza su maz:

H(p(t), z(t),u) = M(4(t), (1)) (2.2.24)
2. En el tiempo finito t1, se satisface la condicion
M((t1), z(t1)) > 0. (2.2.25)

OBS. Como en el caso general si ¥(t), z(t) y u(t) satisfacen (2.2.21), (2.2.22) y (2.2.24),
la funcién M (¥(t), z(t)) es constante en [to, t1]. Por eso cualquier verificacién de (2.2.25)
es valido en t € [to, t1].

OBS. Las variables to(t), ¥1(t),...,%n(t) se determinan salvo una constante. Ya que
1o = const, entonces para el caso ¥ # 0 se puede tomar 9 = —1. De ahi, de acuerdo
al teorema,

H(y (), z(t),u(t)) = p((t), z(t)) = 1,

sobre la trayectoria éptima.

2.3. Sistemas Lineales

& = Az + Bu, (2.3.26)

Donde A, B son matrices de dimensién n X n y n X r. respectivamente, v € U C R"
Asumimos que (2.3.26) es completamente controlable respecto de cada u;. Tales sistemas
se llaman sistemas normales Para que el sistema (2.3.26) se normal, es necesario y
suficiente que las matrices

Gj = (bj, Abj, ..., A" 'by), j=Tr

sean invertibles. Aqui b;, j = 1,7 son las columnas de la matriz B. Notemos que
cada sistema normal es completamente controlable. Sin embargo, cada sistema comple-
tamente controlable puede no ser normal.

Sea que el conjunto de control U esté dado por {|u;| <1, j=1,7}.

El hamiltoniano H para el sistema lineal (2.3.26) tiene la forma
H(,z,u) = ’leA{E + ’lﬁTBu = Z i <Z ai;T; + Z blkuk> (2.3.27)
i=1 j=1 k=1
El sistema adjunto al sistema (2.3.26) es:

p=—ATy (2.3.28)
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De acuerdo al teorema 2.2.1, H alcanza su méximo en u(t). Ya que H depende de u
solamente en 1T Bu, entonces el control éptimo debe maximizar 1 Bu, tenemos,

" Bu= (1, Bu) = (B",u) = > ur Y binthi.
k=1 i=1

Cada uj en esta suma cambia indepependiente de los otros u; j # k. El maximo de
cada sumando se alcanza en

up = siganik@Z)i k= 1n.

=1

(2.3.29)

De esta manera, el control éptimo es una funcién constante a trozos que toma valores
en los lados del cubo |u;| < 1, 4 = 1n, es decir, u, toma valores 1 o —1 de acuerdo al

valor de Y birt);(t).

Se puede demostrar que si el sistema (2.3.26) es normal, entonces la relacién (2.3.29)
determina manera univoca, para cada vector ¥(t) distinto de cero, la funcién control
uk(t), ademds esta funcién tiene un ndmero finito de conmutaciones.

2.3.1. Teorema sobre los n intervalos

El nimero de conmutaciones del control éptimo uy depende del punto inicial z° y del
punto final z' y de los valores propios de A y de la forma del polihedro U en el espacio
de controles.

Lema 2.3.1 Si A1, ..., A\m son ndmeros reales distintos y fi(t), ..., fm(t) son polinomios
con coeficientes reales, que tienen grados ki, ..., km entonces la funcion
Ai
o(t) = filt)e™
i=1

tiene no mds de k1 + ... + km, +m — 1 ceros reales.

Demo. Por induccién. Para m=1, ¢(t) = fi(t)e*.

Sea que el lema vélido para m = [ — 1. Demostraremos es valido para m = [. Por
contradiccién sea que para m = [ el lema no es vélido y la funcién

w(t) = Z fi(t)eMit

Al

tiene no menos de k1 + ... + k; + | raices reales. Multiplicando ¢(t) por e~ *'*, el niimero

de raices no cambia, tenemos

l
p(t)e M =" fi(t)eN T 4 ().
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Derivando esta expresién k; + 1 veces, tenemos

-1
pr(t) =D fi(t)erit (2.3.30)
i=1
ya que entre los ceros de una funcién se tiene al menos un cero de la derivada, el nimero
de ceros reales de ¢(t) va a ser no menos que ki+...+k;+1—(ki+1) = k1 +...+ki—1+(1-1).

En la expresién (2.3.30) las funciones ﬂ(t) ,i=1,...,1 =1, tiene grados k;, los niimeros
Ai — A; son distintos.

Para m = | — 1 se asumi6 que el lema era vélido, por eso ¢i(t) tener no mds de
k1+ ...+ ki—1 + (I — 2) de ceros reales. La contradiccién encontrada demuestra el lema.

Teorema 2.3.1 Si los valores propios de A son reales y U es cubo |ug| < 1,k =
1,...,r, entonces cada uno de los controles ui(t) es constante a trozos y tiene no mds
de n — 1 conmutaciones (no mas de n intervalos) donde n es la dimensidn del sistema.

Demo. Sean Aq, ..., Am valores propios de A, r1,...,7m sus multiplicidades. Entonces la
solucién general de ¥ = — AT tiene la forma

) =3 Fule ™ i =T
Jj=1

donde f;; es un polinomio de ¢ de grado < r; — 1. Colocando ;(t) en wup =
signy_ o, biptpi(t), tenemos

ug(t) = signz bik Z fij(t)e Nt = signz frj(t)e it (2.3.31)
j=i

i=1 Jj=1

donde fi;(t) = 37, bix fi;(t) (k = 1,7, j =1, m son polinomios de t de grado < r; — 1.
Aplicando el lema anterior, tenemos que la suma en la parte derecha de (2.3.31) tiene
no mas de

(ri—-D+@re—1)+-+rme—-D+k-1)=ri+re+---F+rr—1=n-1
ceros. Lo que demuestra el teorema.

Consideremos el problema de existencia y unicidad

Teorema 2.3.2 Sean ui(t) y uz(t) dos controles dptimos del sistema & = Ax + Bu
definidos en [to,t1] y [to,t2] respectivamente, que trasladen zo a x1. Si el sistema es
completamente controlable entonces t1 = t2 y u1(t) = u2(t) excepto un nimero finito de
puntos de discontinuidad.

Demo. Seguimos considerando U = {|u;| < 1}. Sea t1 # t2. Por ejemplo ¢t; < t2 en-
tonces uz(t) no seria éptimo, esto implica que t; = t3. Sean 1 (t) y z2(t) dos trayectorias
distintas del sistema que parte de xo que corresponde a u1(t), uz2(t). Por la férmula de
Cauchy:

t
z1(t) = e (g +/ e " Buy (1)dr),

to

13
t
zo(t) = e (g —|—/ e " Buy(7)dr).
to
Ya que z1(t1) = x2(t1) = 21 y de eAt—to) # 0 tenemos
t1 ty
/ e " Buy (1)dr = / e 7 Bug(7)dr. (2.3.32)
to to

Los controles u*(t) y u?(t) son éptimos, por eso existen funciones no triviales 1*(t) y
%2 (t) que satisfacen

) =-ATy
tal que
up(t) = signbiy' (1)
up(t) = signbi(t), k=1n (2.3.33)
Las soluciones 1*(t) y 1(t) del sistema, tienen la forma
ey =e s P =g, (2.3.34)

donde 9§ = ¥d(to) v ¥8 = 13 (to). Para sistemas normales, més arriba se mostré que
la relacién (2.3.33) univocamente define los controles u'(t), u?(t) excepto en un ntimero
finito de puntos de conmutacién. En virtud a la éptimidad de u'(¢) la funcién H alcanza
en u'(t) su miximo, es decir,

T Bu' (t) > ¢*Bu’(t).
para todo ¢ distinto de cero, no trivial. Ademds la igualdad se tiene solo si u'(t) = u>(t).
De (2.3.32) tenemos
t1 t1
/ () e " Buy (t)dr = / (o) e " Buy (7)dr
to to
o bien,
t1 t1
/ (1 + to) T Bua (1)dr = / O (1 + to)" Bua (1)dr
to to
de la tltima igualdad se sigue que u'(t) = u?(t), t € [to, 1] excepto en un nimero finito
de puntos de conmutacién. El teorema queda demostrado.

Los siguientes resultados son teoremas de existencia.

Teorema 2.3.3 Si para el sistema (2.3.26) existe por lo menos un control que traslada
To a x1 entonces existe un control optimo en sentido de la rapidez que traslada xo a x1.

Teorema 2.3.4 Si para el sistema (2.5.26) todos los valores propios de A se sitian en
el semiplano izquierdo y el origen es un punto interior de U entonces para todo xo en
R™ existe un control dptimo que traslada xo a x1.

En el siguiente apartado demostraremos el principio del méaximo para sistemas lineales.
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2.4. Demostracion del Principio del Maximo

para sistemas lineales

Recordemos que consideramos el sistema lineal

& = Az + Bu (2.4.35)

1

conx = (z,...,2"), matrices A, B de dimensionesn xnynxr,u€ U C R".

Vamos a considerar el caso cuando el punto inicial o punto de partida es z(to) = zo # 0
y terminal

l'(tl) = 0.
Ademas, asumimos que el origen yace en el interior de U, es decir, 0 € int U.

Introducimos la funcién vectorial ¥ = (11, ..., ¥n). La funcién H en el caso lineal (2.4.35)
tiene la forma,

H = (¢, Ax + Bu).

El sistema adjunto al sistema (2.4.35) se escribe como

p=—-ATy (2.4.36)

Si el control u(t) es el éptimo y x(t) su trayectoria éptima, la relacién (2.2.24) toma la
forma,

¥(7)Bu(r) = sup Y(T)Bu, T € [to,t1] (2.4.37)
la relacién (2.2.25) toma la forma,
H(p(t1), z(t1), u(tr)) = (¢(t1), Az(t1)) + (¥(t1), Bu(t1)) > 0. (2.4.38)

Comencemos con la relacién (2.4.38). Ya que z(t1) = 0, entonces (¢(t1), Az(t1)) = 0.
Tomando en cuenta que si damos o cambiamos los valores de u € U en un nimero finito
de puntos, no se afecta al control u(t) = ui(t1),...,ur(t1) en [to, 1], entonces podemos
colocar que ug(t1) =0, k =1,...,7. De ahi, tenemos que (2.4.38) se satisface.

Ahora demostraremos la relacién (2.4.37). Previamente introducimos el concepto de
esfera de alcanzabilidad y algunos lemas.

Se llama esfera de alcanzabilidad al origen, denotado Vr, al conjunto de puntos de R"
de cuales se pueden llegar al origen en tiempo menor o igual a T'.

Lema 2.4.1 La esfera de alcanzabilidad es un conjunto convexo.

Lema 2.4.2 Si xzoes un punto interior de la esfera de alcanzabilidad Vr, entonces de
xo se puede trasladar al origen en tiempo menor a T'.

Al (u(t), z(t)) llamaremos proceso admisible si u(¢) un control admisible, z(t) su trayec-
toria correspondiente.
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Lema 2.4.3 Sea (u(t),z(t)), para t € [to, t1] un proceso admisible con x(to) = xo y sea
P(t) = (Y1, ..., ¥n) una solucién arbitraria de (2.2.24), es decir de ¢ = AT+). Entonces

d
7 (@), 2(t)) = Y(8) Bu(t)

en todos los puntos de control de U es decir

((t1), 2(t1)) = (P(to), z(to)) = /tl(UJ(T)BU(T))dT

t:g

Demo. Derivando el producto escalar (¢(t), z(t)), tenemos,
d
dt

¥, Az) + (¢, Bu)

)
(v, Az + Bu)
(
(A", x) + (1, Bu)

Del teorema fundamental del cédlculo se tiene,

/ " dw(0)2(6) = B(t)e(t) — blto)a(to) = / ") Bu(t)dt

0

OBS. Para u = 0 tenemos (¢ (t), z(t)) = 0.

Ahora demostramos la desigualdad (2.4.37). Sea (u(t),z(t)) un proceso éptimo que
traslada xop a 0 en tiempo 1" = t1 —to. Sea Vr la esfera alcanzabilidad al origen. Es claro
que xo pertenece a la frontera de Vr, es decir, g € OVr, ya que si zo € intVr entonces
se prodria llegar en tiempo menor a 7" a cero. Construimos un hiperplano I' al conjunto
Vr en el punto zo. Sea n el vector normal a I'. Sea II el semiespacio determinado por I
que contiene V. II consiste en los puntos = € R™,

(n, (x —x0)) > 0. (2.4.39)

Ya que Vr esta en el subespacio I', entonces (n, (z — x0)) > 0, para x € Vr. Sea ¥(t) la
solucién de ¢ = — AT+ con 9)(to) = n. Este vector no es trivial (ya que n # 0).

Mostraremos que ¥(t) es aquella que satisface el principio del méximo, es decir, (2.4.37).
Por contradiccién, entonces existe v € U tal que (7)Bu(r) < 9(7)Bw.

» SiT < t1, entonces (¢, Bu(t)) es continua por la derecha en 7, es decir, es continua
en algin [r,7'].

De la continuidad de u se sigue que para algun intervalo [r, T + h] se satisface

Y(7)Bu(t) < 9(t)Bv (2.4.40)

» Si 7 = t1, entonces el control u(t) es continuo, es decir, el producto escalar
(¥(t), Bu(t)) es continua por la derecha a la izquierda de 7. Entonces en dlgun
intervalo [T — h, 7] se satisface (2.4.40)
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Asi, de en cualquier caso existe un intervalo [r0,71] C [to,t1] tal que es vélido para
te [’7’07 Tl].
N v To<t<T
t) = .
Sea u(t) { u(t) en el resto de intervalo [to, ¢1]
diente tal que en tiempo T' = t1 — to traslada algin estado z*(to) = z§ a z*(t1) = 0.
Entonces x5 € Vr y por eso

y z*(t) su trayectoria correspon-

(n, (zg — z0)) > 0. (2.4.41)
Del lema 2.4.3 para (t), z(t), u(t) tenemos

H(ea(e) — vlt)etio) = [ (O Butyds
de maners ansloga
$(e)s () — vt} (o) = | (O B (1)t
restando tenemos, para z(t1) = z*(to) = 0, tenemos,
() (atto) =" (1) = [ wlo)B(utt) = o ()
pero

Y(to)(x" (to) — z(to)) = n(z" — x0)

y u*(7) = u(7) en [to,t1] \ [70, T1] entonces

(n, (" (to) — 2(t0))) = /t 1 P()B(u(t) —v))dt <0

de aqui (n, (x5 — z0)) < 0 lo que contradice (2.4.41). El teorema 2.2.1 para sistemas
lineales con matrices constantes queda demostrado.
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Capitulo 3

Problema de momentos

Sea I un intervalo en R. Sea dada una secuencia de nimeros reales (s;);>0. Hallar el
conjunto de medidas positivas o sobre I (o funciones no decrecientes en I) tales que
g:/ﬂwm,jzo (3.0.1)
I

= [0,0), Problema de momentos de Stieltjes

o ]
e [ = (—00,00), Problema de momentos de Hamburger
e [ = [a,b], Problema de momentos de Hausdorff

1) Existencia de la solucién del PM,

2) Unicidad de la solucién problema de momentos,

3) Descripcién del conjunto de soluciones.

Solucién tnica — el MP se llama determinado
En otro caso — el MP se llama indeterminado

Definiciéon 3.0.1 Sila secuencia de momentos dados s; es finita y contiene un nimero
impar o impar de momentos (s;)jLo entonces el problema de momentos (3.0.1) se llama
truncado ( problema de Momentos de Hamburger, Stieltjes, Hausdorff truncado ).

Denotemos el conjunto de todas las soluciones del problema de Momentos de Hamburger
truncado mediante M,,.

3.1. Criterios de solucion

Teorema 3.1.1 a. El PM Hamburger, I = (—o0,400) tiene solucion si y solo si

So S1 e Sj
S1 S2

Hj := >0, jeN.
Sj Sj+1 e 525

b. El PM Stieltjes, I = [0,400) tiene solucidn sii

So S1 Sj S1 S2 Sj—1
S1 52 52 83
>0, >0,
Sj  Sj4+1 ... 825 Sj—1  Sj+1 ... S2j-1
c. El PM Hausdorff, I = [a,b] tiene solucidn sii
S0 S1 e Sj S1 S2 . Sj—2
$1 So AV, S2 53
>0, >0
Sj Sj+1 N S52j Sj—2 Sj+1 e §25—2
S; = —abs; + (a+b)sj+1 — Sjt2

3.2. Funcion asociada a la medida o

Usualmente en cada situaciéon o se asocia una funcién holomorfa de la forma

S(Z):/I?%(tz)

donde o(t) es una medida positiva definida en I.

(3.2.2)

Tal funcién es denominada funcién asociada al problema de Momentos de Hamburger
(Stieltjes, Hausdorff) truncado con (s;)7., momentos. El conjunto de funciones asoci-
adas denotado mediante Z,,.

Matriz Resolvente del Problema de Momentos truncado

Sea Uj(z) una funcién que va de los complejos a las matrices complejas de tamad 2 X 2,
es decir, U; : C — C**2, definida de la siguiente forma

* * (= —1 * %/ — 1
U (2) = (1 —2ujRj(Z2)H; "v; 2uf RS (2)H 'y ) ‘

J
— 20} R} (E)H‘;l'l)j

1+ 20) R (2)H; g (3.2.3)
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Esta matriz se llama matriz resolvente del problema de momentos de Hamburger, cuyas
matrices R;(z), Hj, vj, u; se definen mediante

S0 S1 . S5 0
S1 S2 e N —S0
H; = : y Uj = s
S;j Sj+1 e 825 —Sj—1
1 1 0 0
0 z ... 00
vi=1| . |, RGE=| . . . .|
0 P z 1

con H; > 0, es decir, H; es positiva definida. Definimos:

) =1 - 2u} R} (2)H; v,

) = zu; R; (2)H 'y,
’YJ(Z) = 7ZU;R;(Z)HJ_1UJ'7

)

1+ 20} R} (2)H; 'u;.

Entonces la matriz resolvente Uj(z) se puede escribir en la siguiente forma
as(2) ﬂ(Z))
Uj(z) =’ J .
©=(0 50

Las funciones «;(z), B5(2), v;(2) y §;(2), son polinomios que dependen de los momentos
(s5)720-

(3.2.4)

Con las entradas de la matriz U;(z) se describen las soluciones del punto 3. Mas
precisamente, sea la funcién s(z) definida de la siguiente forma:

o) o ) 4 B(2)

v (z)w(z) + 6;(z) (3.2.5)

es la funcién asociada a la solucién del problema de momentos de Hamburger truncado,
aqui, la funcién w(z) es un pardmetro de la solucidn, el cual estd determinado por la

relacion -
w(z) = / dp(t)

oo t— 2

(3.2.6)

Esta funcién es holomorfa en C \ R, donde u es una medida positiva arbitraria en R.

Sea R el conjunto de parametros w que satisface (3.2.6), denotemos con R := RU{co}.
De esta manera el conjunto de todas soluciones Z, del problema de momentos de
Hamburger se describe mediante el conjunto de pardmetros R, ver Akhiezer [1].

Mediante la formula de inversiéon de Perron-Stieltjes se obtiene o de la funcién asociada
s. Considerando que para cualquier t,c € Ry que ¢ < t:
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o(t+0)+o(t—0) e b ¢
2 _€~>O7I' ¢

Ss(z + i€)dz, (3.2.7)

donde se considera que las funciones que buscamos ¢ son continuas por la izquierda, es
decir o(t) = o(t — 0). Esto se puede consultar de la pdgina 124 de [1], asi como en la
pagina 11 de la seccién 59 (volumen II) de [1].

J-forma de la Matriz Resolvente de Hamburger

Una de las propiedades més importantes de la matriz resolvente del problema de mo-
mentos de Hamburger son las denominadas J-propiedades, con las cuales, junto con el
Teorema de Identidad para funciones analiticas, nos permitiréd encontrar la inversa de
la matriz resolvente de manera explicita.

Ma4és precisamente, sea J una matriz de dimensién p X p con las siguientes 2
propiedades: J* = J y J? = I,, donde I, denota la matriz identidad de tamaé q x g, es
decir, I, € C7*9 sea A una matriz p X p, entonces las J-propiedades de A se clasifican
de la siguiente forma:

= A es J-contractiva si y solo si J — AJA* > 0.

= A es J-expansiva si y solo si J — AJA* <0.

= A es J-unitaria si y solo si J — AJA® = 0.

Se demuestra en la pagina ?? que considerando la matriz
= 0, —il
J — ) q q
4 (zlq 0q4 )

donde 04 denota la matriz 0 de tamad g X ¢, es decir, 0, € C?*9, entonces la matriz
resolvente satisface

(3.2.8)

>0, Sze(0,00)
Jo—U;j(2)JUf(z) =2{ =0, z€eR
<0, Szé€ (—00,0)

(3.2.9)

es decir:
= U;(2) es Jg-contractiva cuando Sz > 0.
= Uj(z) es Jg-unitaria cuando Sz = 0 (z € R).

» U;(2) es Jy-expansiva cuando Sz < 0.



Capitulo 4

Problema de control como problema de momentos

Consideremos el sistema

& = Az + bu, z(0) = zo, |u| <1 (1)
donde
0 0 0 )
a=| b0 e ! 2)
0 o 0

Se requiere hallar:
P1. El conjunto de todos los controles u = u(t), |u(t)| < 1, tales que la trayectoria z(t)
del sistema @ = Az + bu(t) partiendo del punto inicial £(0) = =z arribe al origen en
tiempo 6 > Omm, es decir z(0) = 0.

Esquema de solucién

Consideramos el problema de la contrabilidad cero para el sistema canénico ( SNC) bajo
restricciones sobre el control. En el estudio del problema (SNC) seguimos el siguientes

pasos:
1.) El problema (SNC)

I1.) L—problema de momentos de Markov
I11.) Problema de momentos de Hausdorff.

IV.) Desigualdad Matricial Fundamental (FMI) de Potapov.

En el presente trabajo se obtienen:
A.) El conjunto de todos los controles u, que sean solucién del problema SNC para
0 > Omin. Omin es el tiempo minimo (Time Optimal Control).
B.) Se presenta un ejemplo.
Solucién del problema SNC

S1. Reducciéon del problema SNC a un
L-problema de momentos de Markov.

La solucién del sistema (1) tiene la forma

De la completa controlabilidad del sistema (1), se deduce que existe 0 tal que z(0) =

Tomando en cuenta la relacién

1
-7
e—ATb —
w1 _
P
(3) representamos en la forma
0
. j—1
—z) = (Jl)l), /T T)dr, j€{1,...,n}.
0
Aqui o = (20,...,28).

La tltima relacién representamos en la forma

. . . 6
6"+ (=1jleg _ [
T = O/T f(r)dr. (5)
Donde f(7) = 4 (u(r) +1), f € Cy. Donde Cf ={f:0< f(r) <17 € [0,0]}.

(5) escribimos de la forma
0

cs(6.20) = [P ()i, G € (0 0= 1} (6)
0
(6) representa un 1-problema de momentos de Markov (PMM).

0.
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S2. Usando la relacién

6= L
J ,]'
co ) 0
2c1 co 0
(G —Dej—2 (G —2)cj-3 -G -1DL
Jjei—1 (J—Dej—2 - co
= ¢j+coci—14---, (7)

se reduce a un Problema de Momentos de
Hausdorff (PMH).

El PMH es el siguiente: Dados {s;}7—o € R, hallar el conjunto M([0,6],{s;}7—o) de

medidas positivas o, tales que se cumple
0

sj :/Tja(dT), je{0,--,n}. (8)

0

Preposicién 1. [10, Krein/Nudelman]El L-problema de momentos de Markov (7) es
soluble si y sdlo si el problema de momentos de Hausdorf (8) es soluble.

o(dr)

T—Z2

0
Usando la transformada de Stieltjes de una medida positiva o: s(z) = [ ,0 €
0

M(0,6], (9)
el PMH es equivalente al problema de hallar el conjunto £([0, 6], {s;};—o) de funciones
s: s sean transformadas de o : 0 € M([0,0], {s;}7=0)-

Del PMH a la Desigualdad Fundamental de Potapov
Definicion 2. Sea n = 2p + 1. Usando

S0, S1,---,S2p4+1 construimos las siguientes matrices
Ki = {sjr} s Ko = {sj0m1}2 0
o 0 ... 0 O
T - 1 0 0 0 ’
0 0 1 0
p+1
= column|l,0,...,0]
u = column[—so,—$1,...,—Sp],
Rr(z) = (I—2T)"".
K1 = K Kj=0K — K>,
u = u, uz=—u-+0Tu.

Ademsds introducimos dos funciones auxiliares

51(2) = zs(z),

32(2) = (0—2)s(z),z€ C\]|0,0]. 9)
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Donde s(z) € £([0, 6], {s; }225).

J=0
Definicién 3. Sea n = 2p. Sean T1 =T, T definidos como en definicién 2. Usando los
momentos So, S1, ..., S2p construimos las matrices

K1 = {sj+r}] ko>

v1 = column|[1,0,...,0],

u1 = column[0, —so, ..., —Sp—1],
Rry(2) = (I — 2Tv) 7",

K1 = {sjrr1} 0l

Ks = {sj1r+2}" 110

Ko = 0K, — K3,

0 0 0 O
1 0 ... 0 O
=1 . . . .o
0 0 1 0
P
v = column|1,0,...,0],
Rr,(2) = (I - 2T2) 7",
U1 = column[—so, —S1, ..., —Sp—1],
ngZ[*Sl,*SQ,...,*SP],

Uy = (a+b)ﬂ1 — us.

Aqui w1, v1 € RPTY 4o, vo € RP. Ademés intruducimos dos funciones holomérfincas
b 7 b

51(z) = s(z),
S2(2) = (0 —2)zs(z) —soz, z€ C\[0,0]. (10)

Donde s(z) € £([0, 6], {Sj}?io).

Definicién 4. La funcidn s es una solucién de un sistema de desigualdades (Desigualdad
Matricial Fundamental, FMI) de V.P. Potapov , si s satisface las siguientes propiedades:
(i) s es holomérfica en C\ [0, 6].

(ii) Para r € {1, 2} se cumple la desigualdad

Ko | R, (2)[05:(2) — ]
R EEE (D

Donde K, Tr, ur, sr(2) y v, estan definidos como en (8) y (9). * significa la conjugada
compleja de Rr,.(z) [v3r-(2) — ur].

Teorema 1. La funcién s es una transformada de o € M([a,b];{s;}j=0), es decir
s € L([0,0],{s;}7=0) si y sdlo si s es una solucion del sistema (FMI) de Potapov.
Para 0 > O, las matrices K, K2 son positivamente definidas, es decir det K, # 0,
r={1,2}.

Sea U = {Uij}?yj la matriz resolvente del PMF. Donde en el caso impar,
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Un(z) = 1—zujRr(2)K; ',

U12(Z) = u’{ RT* (Z)Kl_luh

Usi(z) = —(0—2)zv"Rr«(2)K5 v,

Usz(z) = 1+ 2v"Rr= (z)Kflul.
En el caso par,

Ui(z) = 1-—zujRrp; (2)K7 'oa,

Ui2(2) = M —zuj Ry (2)Ki o M
+zui Rry (2) Ky tu,
—zv) Ry (2) Ky Hoa,

1 — 207 Ry (2) Ky ‘oM
+2v1 Ry (2) Ky L.

U21(Z) =
ng(z) =

M = (14 0[uj K7 o1 — ua K3 '02))(0vi K7 'v1) ™!, Entonces,

Teorema 2. La transformacién lineal fraccionaria s := % realiza una relacién

bijectiva entre:

a) (Caso impar), el pardmetro w € R[0,0] U co y la transformada de Stieltjes s €
RA(0,0], (5,)275").

b)(Caso par) el pardmetro w € S§[0,0] U co y la transformada de Stieltjes s €
R([0,6], (s1)70)-

w € R[0,0] & w = [ (t—2)""o(dt),

w e S[0,0] & w=(b—2z) [y (t—z) " o(dt),

o € MJ0,0].

Solucién del problema P1

El conjunto de controles U = {u : u(t) =

SNC. Donde,

2f(t)—1, t € [0,0]} es la solucién del problema

f(t) = —lme_,qo arg ((t + i€)s(t + i€)), (13)
Ejemplo. Sea & = u, &2 = 1, |u| < 1, con la posicién inicial z§ = 0, 23 = 1.
Para # = 3 las matrices K1 > 0, K2 > 0. De acuerdo al teorema 2 calculamos
U11:1—13Z, Ulg—%—gz7 U21:i3 ( 31+122) Uxp =1— —z—fz . Bs-
tablecemos w = (6 — z fo (t—z)~'dt, aqui o(t) = t. El control buscado u(t) = 2f( )—
donde,
ok

fiy = T = ., T

L(n(t) —m), ty <t <3
h(t) = arctan 389257

g(t)

g(t) = 194435 + 3t(2704(—7 + 3t) + 757 (=3 + t)(—31 + 12t)(—13 + 12t)) +
L 1g | 123] (—26(—3+2t)(65+144(—3+t)t) +15(—3+1)t(—31+12t)(—13+12t) Ig | 2 ]).
to =0,t1 = 0,0197331, ¢, = 1,11521806, t5 = 2,526024, t4 = 2,9091237.
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