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Sea D un conjunto no vacio y < una relacién binaria en D. Recordemos que
(D, <) es un orden parcial si < es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Ademds,
diremos que (D, <) es dirijido si para todos a,b € D existe d € D tal que
a,b<d.

Los 6rdenes parciales dirijidos son fundamentales en el estudio de conver-
gencia en espacios topoldgicos (ver [6], o [4]). El orden de Tukey es una her-
ramienta fundamental para el estudio y clasificacién de 6rdenes dirijidos. De
manera informal, el orden de Tukey clasifica a los ordenes parciales de acuerdo
a su “estructura cofinal” o més informalmente en “como se ven al final”. Nece-
sitaremos unas definiciones previas antes de dar la definicion formal de este
orden. Empezaremos con la definicién de ideal, la cual es de gran importancia
en la combinatoria infinita:

Definicién 1 Sea X un conjunto e T C P (X) *. Decimos que T es un ideal
(en X) si cumple las siguientes propiedades:

1. D e
2. SiAeZ yBCA, entonces B €T.
3. Si A,B €T, entonces AUB € T.

Podemos pensar que un ideal es una “nocién de subconjuntos pequenos de
X7”. Es decir, pensamos que todo elemento en un ideal es de alguna manera
“pequeno” segun algun criterio en el que estemos interesados. Pensado de esta
manera, la definicién de ideal es bastante natural:

1. O € Z. (El vacio es pequeno).

2.851Ae Ty BC A, entonces B € Z. (Si A es pequeno y contiene a B,
entonces B también es pequerio).

1Por P (X) denotamos la potencia de X, es decir, la coleccién de todos los subconjuntos
de X.



3. Si A,B €I, entonces AU B € Z. (Los elementos de T son tan pequerios,
que por mds que se unan entre ellos siguen siendo pequenos).

En la definicién de ideal, frecuentemente también se pide que X ¢ T (es
decir, el total no es pequerio), pero por razones técnicas, no es conveniente en
este momento. Dado Z un ideal en X, definimos Z+ = P (X) \ Z. Es decir, Z*
es la coleccion de los subconjuntos que no son pequenos. Los ideales se pueden
comparar mediante el orden de Katétov:

Definicién 2 Sean X y Y dos conjuntos, Z un ideal en X y J un ideal en Y.

1. Sea f : X — Y. Decimos que f es una funcién de Katétov de (X,Z) a
(Y. ) si:
Para todo ACY, si A€ J entonces f~1(A) e

2. Decimos que J esta Katétov abajo de Z (denotado por J <y ZI) si existe
una funcion de Katétov de (X,Z) a (Y, J).

3. Decimos que T y J son Katétov equivalentes st J <xZ yZ < J.

Notemos que la definicién de funcién de Katétov es sintacticamente igual
a la definicién de funcién continua. Recordemos que si (X,7) y (Y,0) son
dos espacios topolégicos, decimos que una funcién f : X — Y es una funcién
continua de (X, 7) a (Y, o) si paratodo A C Y, si A € o entonces f~* (A) € 7. En
ambos casos tenemos una coleccién distingida de subconjuntos de Y (abiertos
en el caso de funciones continuas y los elementos del ideal para funciones de
Katétov) y pedimos que la preimagen de un subconjunto distingido de Y sea un
subconjunto distinguido de X. Para aprender mas sobre el orden de Katétov,
el lector puede consultar [3], [2] y [1]. El orden de Katétov es muy importante
en el estudio de familias MAD, ultrafiltros, ideales Borelianos y en forcing. Las
siguientes propiedades del orden de Katétov se dejan como ejercicio al lector:

Ejercicio 3 Sean 7,7, K ideales.

1. T<kT.
ST <k T yJ <kK, entonces T <k K.
. S1J CI, entonces J <k I.

> L

. Sean T ideal en X, J un ideal en Y y f : X — Y. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(a) [ es una funcidn de Katétov de (X,I) a (Y, J).
(b) Para todo A C X, si A€ I", entonces f[A] € TT.



Necesitaremos las siguientes definiciones:
Definicién 4 Sea (D, <) un orden parcial.

1. Decimos que B C D es acotado si existe d € D tal que b < d para todo
beB,

2. Decimos que C' C D es cofinal si para todo d € D existe ¢ € C tal que
d<ec.

3. Definimos bnd(D) = {B C D | B es acotado}.
4. Definimos ncf(D) = {X C D | X no es cofinal}.

En el caso de que (D, <) sea dirijido, es facil probar que bnd(D) y ncf(D)
son ideales en D. El orden de Tukey compara la estructura del ideal de los no
cofinales en érdenes dirijidos. Finalmente, podemos dar la definicién principal
de estas notas:

Definicién 5 Sean (D,<p) y (F,<p) drdenes dirijidos.

1. Decimos que (D, <p) esta Tukey abajo de (F, <p) (denotado por (D,<p) <t
(F,<p) o simplemente D <7 F') si (D,ncf(D)) <k (E,ncf(E)).

2. Decimos que (D,<p) y (F,<p) son Tukey equivalentes (denotado por
(D,<p) =7 (F,<p) 0o D=1 F) si (D,ncA(D)) = (E,nc(E)).

Un aspecto interesante del orden de Tukey es que también podemos definirlo
usando el ideal de los subconjuntos acotados (la mayoria de las demostraciones
mencionadas en esta nota pueden consultarse en [5]).

Proposicién 6 Sean (D,<p) y (F,<p) drdenes dirijidos. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. D<rF.
2. (D,ncfD)) <k (E.ncE)).
3. (E,bnd(E)) <k (D,bnd(D)).

La equivalencia de Tukey tiene una reformulacion interesante:

Proposicién 7 Sean (D,<p) y (F,<p) drdenes dirijidos. Las siguientes afir-
mactones son equivalentes:

1. D=tF.



2. Euziste (K,<g) un orden parcial dirijido y D', F' subconjuntos cofinales
de K tal que D es isomorfo a D' y F es isomorfo a F'.

Es decir, D y F son Tukey equivalentes si ambos pueden coexistir como
subconjuntos cofinales de un mismo orden parcial dirijido. Ahora estamos in-
teresados en clasificar los 6rdenes parciales dirijidos bajo equivalencia de Tukey.
Los dos ejemplos mas sencillos de érdenes dirijidos son los siguientes:

1. Denotamos 1 = {0} con el orden usual (es decir, 1 es el conjunto dirijido
que consta de un solo elemento). Es facil probar que 1 es el minimo en el
orden de Tukey. Ademds, un orden dirijido D es Tukey equivalente a 1 si
y solo si D tiene maximo.

2. Denotamos w al conjunto de los nimeros naturales, este es un orden diri-
jido con su orden usual. Es facil probar que todo orden dirijido a lo mas
numerable esta Tukey abajo de w. Ademds, un orden dirijido numerable
D es Tukey equivalente a w si y solo si D no tiene maximo.

De esta manera, bajo equivalencia Tukey, solo existen dos 6rdenes dirijidos:
1y w. Ahora que terminamos la clasificacién de los ordenes dirijidos numerables,
queremos dar el siguiente paso: clasificar los ordenes dirijidos de tamano a lo
més wy (donde wy denota el primer cardinal no numerable). Al mismo w; lo
podemos ver como un conjunto dirijido con su orden usual (que es el tnico
buen orden no numerable tal que todos sus segmentos iniciales son a lo més
numerables). Este es un tercer ejemplo de orden dirijido. Claramente 1 <t wy
y no es dificil probar que w y w; son incomparables en el orden de Tukey (aunque
w1 es mas grande que w como buen orden, no lo es en el orden de Tukey).

Ya que tenemos a w y a w; podemos formar su producto y ordenarlo entrada
a entrada. Es facil ver que w X w; esta Tukey arriba de w y wy. Méas atin, w X wy
es el supremo de estos dos.
También podemos considerar a [w1]~* = {a C w; | a es finito} y ordenarlo
con la contension. Como la unién de dos conjuntos finitos es finita, se sigue
que [w1]<* es un orden dirijido. Resulta que este es el maximo para los ordenes
de tamano wi; si D es un orden dirijido de cardinalidad a lo més w;, entonces
D <1 [w1]=*. En particular w x w; <t [w1]~“ y no son equivalentes.

Asi, ya tenemos 5 tipos de Tukey de ordenes de tamano a lo mas w;. Podemos
resumir la discusién anterior en el siguiente diagrama:
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La pregunta obligada es: ;Existe un orden parcial dirijido de tamano a
lo més w1 que no sea equivalente a alguno de estos cinco? o ;Serd que solo
existen cinco tipos de ordenes dirijidos (bajo equivalencia Tukey) de tamano a
lo mas wy? Lo maés interesante es que... jEsta afirmacién es independiente de
los axiomas de la teorfa de conjuntos! En [5], Stevo Todorcevic demostré estos
maravillosos resultrados:

Teorema 8 (Todorcevic)

1. La Hipétesis Generalizada del Continuo (CH) implica que existen 2“t or-
denes parciales dirijidos de tamano w1 que no son Tukey equivalentes.

2. El Proper Forcing Axiom (PFA) implica que todo orden parcial dirijido de
tamario wy es Tukey equivalente a 1, w, wy, W X wy 0 [w]<

CH es la afirmacion de que la cardinalidad de R es w;, mientras que PFA
es un axioma de forcing. Este resultado muestra un gran contraste entre los
mundos de CH y los de PFA. Mientras bajo CH existen demasiados tipos de
Tukey (de ordenes dirijidos de tamano w;) como para poder aspirar a dar una
clasificacién razonable, bajo PFA solo existen 5 tipos cofinales.
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