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ARTIiCULO

LA PARADOJA DEL HIPERJUEGO

Dr. Osvaldo Guzman Gonzalez
Centro de Ciencias Matematicas, UNAM

tanto, M1 es falsa. Ahora, si M1 fuera
falsa, entonces es falso que M1 sea fal-
sa, por lo que M1 es verdadera. De esta
manera, tenemos que M1 es falsa si y

esde que empecé a estudiar logi-
D ca matematica y teoria de con-
juntos, senti un gran interés por
= las paradojas. Una paradoja es una cons-

truccion del pensamiento que conduce a
una contradiccion inesperada, probando-
la de un razonamiento aparentemente
correcto y partiendo de premisas apa-
rentemente correctas. Una de las para-
dojas mas conocidas, es la paradoja del
mentiroso. Consideremos la siguiente
afirmacion (que llamaremos M1):

M1: Este enunciado es falso
Ahora nos preguntamos... ;Es M1
verdadera o falsa? Veamos ambas op-

ciones, en caso de que sea verdadera,
esto dice que M1 es verdadera y, por lo
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solo si es verdadera! que es una contra-
diccion. ;Cémo podriamos resolver esta
paradoja? Una posible solucion seria
rechazar que un enunciado tenga que
ser verdadero o falso y declaramos que
M1 no es ni verdadera ni falsa (lo cual
abreviamos como “M1 no tiene valor de
verdad”). Esta parece una buena solu-
cion, sin embargo, solo estamos cortan-
do una cabeza a la Hidra pues esta so-
lucién solo crea mas problemas. Ahora
consideremos el enunciado M2:

M2: Este enunciado es falso o no
tiene valor de verdad
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;Qué pasa con este enunciado? Primero, notemos que M2 debe
tener un valor de verdad, pues en caso contrario M2 seria verdade-
ra... {Por lo que tendria un valor de verdad! Usando el mismo razo-
namiento que antes, llegamos a que M2 no puede ser verdadera ni
falsa. De esta manera, aunque nuestra propuesta solucion resuel-
ve el problema con M1, seguimos teniendo una paradoja con M2.

En esta publicacién, expondremos la paradoja del Hi-
perjuego, la cual fue descubierta por el matematico William
Zwicker y es realmente asombrosa. Esta paradoja habla sobre
juegos de dos jugadoras (las cuales llamaremos Alicia y Do-
rothy). Los juegos cumplen las siguientes propiedades:

1. Alicia y Dorothy juegan alternadamente. Primero tira
Alicia, después Dorothy, luego Alicia de nuevo...

2. Cada jugadora tiene completo conocimiento de las juga-

das anteriores de ambas.

No hay ningln tipo de azar en el juego.

4. No hay empates, al final del juego, se declara unay solo
una ganadora.

w

El juego del gato y el ajedrez no entran en la descripcion
anterior pues es posible empatar en ambos juegos, sin em-
bargo, si acordamos que en caso de un empate le damos la
victoria a Dorothy (por ser la segunda en jugar), entonces ya
entran dentro de nuestra descripcién. Notemos que no men-
cionamos algo sobre la longitud de los juegos, estos pueden
ser de longitud arbitrariamente grande... jIncluso pueden te-
ner longitud infinita! En un juego infinito, Alicia y Dorothy con-
tinuaran jugando por toda la eternidad... y al final del tiempo,
se decidira quién fue la ganadora. Diremos que un juego es
bien fundado si este siempre termina en una cantidad finita
de pasos. Por ejemplo, el juego del gato es bien fundado. En
el ajedrez, existe la llamada “regla de los cincuenta movi-
mientos”, que dice que, si en los Ultimos 50 movimientos de
cada jugador ningln peodn se ha movido y ninguna pieza ha
sido capturada, entonces el juego termina (y segln nuestras
reglas, le daremos la victoria a Dorothy). Con esta regla, el
ajedrez es un juego bien fundado, pero sin esta, no lo es (ob-
sérvese que, en un juego no bien fundado, puede haber parti-
das que solo tomen una cantidad finita de tiempo en terminar,
pero hay al menos una que toma una infinidad de tiempo).

CAMPUS MORELIA

CONSEJO DE DIRECCION

DR. AL CASTORENA MARTINEZ

DR. AVTANDIL GOGICHAISHVILI

DRrA. MARiA ANA BeaTRIZ MASERA CERUTTI
Dr. DieGo PEREZ SALICRUP

DR. JoeL VARGAS ORTEGA

DR. MARIO RODRIGUEZ MARTINEZ
DRr.ANTONIO VIEYRA MEDRANO

DRr. Luis ALBERTO ZAPATA GONZALEZ

COORDINADOR DE
SERVICIOS ADMINISTRATIVOS
Lic. CLAuDIA LENINA SANCHEZ HERNANDEZ

JEFE UNIDAD DEVINCULACION
F. M. RugéN LARIOS GONZALEZ

CONSEJO EDITORIAL

DRA. YESENIA ARREDONDO LEON
Lic. RoDRIGO DE LEON GIRON
MTRA. LENNY GARCIDUENAS HUERTA
MTRA. DANIELA LOPEZ

DR. RIGOBERTO LOPEZ JUAREZ

DR. JuaN CARLOS MORA CHAPARRO
C.M.D.|. AbriAN Orozco GUTIERREZ
DR. EDGARDO ROLDAN PENsADO
M.en C. LeoNoOR SoLis Rojas

DR. Jesus ALBerTo TOALA SANZ

EDICION
RoLANDO PRADO ARANGUA

CONTENIDOS
MTRA. LAURA SiLLAS RAMIREZ

DISENOY FORMACION
RoLANDO PRADO ARANGUA

BUM BoLetin DE LA UNAM Campus
MORELIA ES UNA PUBLICACION EDITADA POR LA
UNIDAD DE VINCULACION DEL CAMPUS
DireccioN U.N.A.M. Campus MORELIA:
ANTIGUA CARRETERA A PATZCUARO No.
8701 CoL. Ex-HACIENDA DE SAN JosE DE LA
HuerTa C.P. 58190 MoRELIA, MICHOACAN.
MEXICO

TeLEFONO UNIDAD DE VICULACION:

(443) 322-38-62

CORREOS ELECTRONICOS:
vinculacion@csam.unam.mx

PAGINA DE INTERNET:
http://www.morelia.unam.mx/vinculacion/



El Hiperjuego se juega de la siguiente manera: primero Alicia
escoge un juego bien fundado en su primer turno y después lo

Ahora, consideremos la partida del Hiperjuego que se mues-
tra en la Tabla 1.

ALICIA iHIPERJUEGO!

{HIPERJUEGO!

DOROTHY iHIPERJUEGO!

iHIPERJUEGO!

TABLA 1. PARADOJA DEL HIPERJUEGO QUE JUEGAN ALICIA Y DOROTHY.

juegan en los turnos consecuentes (pero ahora Dorothy sera la
primera jugadora y Alicia la segunda). La pregunta clave es la
siguiente:

¢El Hiperjuego esta bien fundado?

Demostraremos que el Hiperjuego esta bien fundado (aqui
se recomienda al lector parar la lectura e intentar demostrar-
lo por si mismo). En su primer turno, Alicia escoge un juego
bien fundado y después lo juegan. Al ser este bien funda-
do, solo tarda una cantidad finita de tiempo en com-
pletarse, por lo que esta partida del Hiperjuego
solo duréd una cantidad finita de pasos. Asi, con-
cluimos que el Hiperjuego esta bien fundado.

Es decir, Alicia en su primer turno juega el Hiperjuego (lo cual
es valido, pues ya probamos que el Hiperjuego esta bien funda-
do). Segun las reglas del Hiperjuego, ahora jugaran el Hiperjuego
(solo que Dorothy sera la primera jugadora y Alicia la segunda).
De esta manera, en su turno, Dorothy puede tirar el Hiperjuego.
Después, le tocara a Alicia y podra escoger el Hiperjuego...

Sin embargo, jesta es una partida infinita del Hiperjuego!...
ipero esto es imposible pues antes demostramos que el Hiper-

juego estaba bien fundado! En resumen, demostramos que
el Hiperjuego esta bien fundado y después demostramos
que no lo estd, lo cual es una evidente contradiccion.
;Como se resuelve esta paradoja? Podriamos
explicarlo aqui, pero preferimos dejarle al
lector la aventura de resolverla. [T
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