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 �� �� ���������� �� ��� ���
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 	+���� �,*!
 -�� �� � ��� ������ ����� ��� � ���������� ���� ���

����� ��� ��������

	,
 	.�/�'� �*0!
 -�� �� ���� ������ ��� ����� ��� Ψ%���� ��� � ���1�

����������������

	2
 	3������� �* !
 -�� �� � ��� 4���� ��� �������

	5
 	3������� �*6!
 -�� �� � ���� ���� �� �������� ���������� ���%

�����

"� I �� �� ���� �� ω� ��� �� I+ � ���� �� ��℘(ω)\I ��� ��� �����

�� ����� I%������� ���� "� A �� �� �� ������� �� I(A) � ���� �� ����

������ �� A. "� �*,! ������ .������ ����� ���� �� A �� � ��� ������ ���

I(A)+ �� � ����� ������� ����� �� � '��� �� 3����%��' �������� "� �0! .�����

$��78' ��������� � ������� 3���� �������)

��������� �	 	*
 9� A⊥ � ���� �� �� �� ��� X ⊆ ω ���� ���� A∪{X}
�� ������ ���������

	,
 "� A �� �� �� ������� �� I(A)++ � ���� �� �� �� ��� X ⊆ ω ����

���� ��� �� B ∈ [A]ω ���� ���� |X ∩B| = ω ��� ��� B ∈ B.
	2
 :� X ⊆ [ω]ω, � ��� � �� T ⊆ ω<ω �� � X %����
���� ���� ��

sucT (s) ∈ X ��� ��� s ∈ T 	��� sucT (s) = {n ∈ ω | s�〈n〉 ∈ T }
�
	5
 �� �� ������ A �� +%������ �� ��� ��� I(A)+%��������� �� T,

��� �� f ∈ [T ] ���� ���� im(f) ∈ I(A)+.

"� �0! �� �� ����� ���� ��� �� � ��� ������ ���� �� ��� +%3����� ;� ��

���� ����� +%3������� ������� ��� � ���������� ���� b=c� ��	(M)=c�

a < ��	(M) �� ♦(b) 	� �0! ��� �6!
� .����� $��78' ��'� �� ���������)


����� � 	$��78' �0!
) "� ��� � +%3���� ��� ������ �� ���<

"� ���� ��� � ���� ������ � ������� ����� �� ���� 1������� "� �,=! 	� ����

� ! ��� �*>!
 +������ +���� ������ � ���� ��� ������� ����� �� ���������

��� �������� $ ��� �� �� ���� ���� ��� �� � �������� ������� ���

������ �� s ≤ a �� a < s ��� � ������ 
��%��������� ������ ;�� �����1� ���

������������ � +%3���� ��� �� ���� �� �� �����1� �� +���� 	������

�� ���� ��� � �� ��� �� ����� �� 
��%���������
� "� �� ����� ���������

���� �� ����� �� +���� ��� �� ������ ������ �� �*?! ��� �*>! ���

�� �� ����� ���� ��'�� ����� ��� ������� ���� ���� s ≤ b. ;�� �������� ��

������ ��������@ �� �������� ��� ����� �������� �� �� �������� ����������

�� �� ��������� ��� �� ���� ��� ��� � ����� �� �,!�
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�� ������������

� ��� ������ A �� 
������� �������� �� ��� ��� X ∈ I(A)+ ��� ��

A ∈ A ���� ���� A ⊆ X. -��� ��� �� ��� ������� ��� ��������� �� $����

�� �>!� � ��� ����� +���� ��� A��B� ��'� �� ��������� 1������)


����� � 	A��B�C+����
) "� ��� � �������� ������� ��� ������<

"� �� ��� �� ��������� ����� ��� �� ������� 1������ ��� � �������

������ "� ��� ����� �� 9����� ��� +���� 	� �*!
 ���� ���� ������� ����

�������� �� �� �� ��������� ������) a = c, b = d, d ≤ a ��� s = ω1. "� �,=!

	� ���� � ! ��� �*>!
 +���� ������ � ���� ��� ������� ����� �� ���%

������ �������� ������� ��� �������� $ ��� �� �� ���� ���� ��� ��

���� ������� �� ���� s ≤ a �� a < s ��� � ������ 	��%�����
 
��%���������

����� 	����� ������ ��� ������ �� �� ��������� �� ��� ���� ℵω
� +��� ��

������������ �� +���� �� � �������� ������� ��� ������ ���� s ≤ a ��

'� ��� ��� ������������ �� � +%3���� ��� ������� � ���� ����� �� �� ����

������� -��� ��������� �� ���� �� �*>! ��� � !�

��������� �	

	*
 ( ��� ���� S ����� X �� S ∩X ��� X \ S �� ���� �������

	,
 S ⊆[ω]ω �� � �������� ����� �� ��� ��� X ∈ [ω]ω ��� �� S ∈ S ����

���� S ������ X.

	2
 :� S ∈ [ω]ω ��� P = {Pn | n ∈ ω} � �� ������� ���������� ( ��� S

��
������� P �� ���� �� �� ���

{n | Pn ⊆ S} ��� {n | Pn ∩ S = ∅}
�� �������

	5
 � ������ S ⊆ [ω]ω �� ����� � ��
���������� ����� �� ��� �������

��������� �� ����'%����� �� ��� ���� �� S.
3���� ���� �� �������� �	���� s �� �� ������� ��D �� � ��������� �������

"� �� ��� '���� ���� s ��� ���������� ���������@ �� �� ���� �� ����������

����� d ��� �������� ���� �� ���������� ����� b 	� �,!
� 3�������

�� ������� ��D �� � ����' ��������� ������ � ��� �� ��������� ����� ��

E�������� ��� (F����D)

���������� � 	�*=!
) ��� ������ ���� �� � ������������� ����� �� max{b, s}.
+�� ���� ������� �� ��������� �� �� ���������)
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��������� �	 :� S ∈ [ω]ω ��� X = {Xn | n ∈ ω} ⊆ [ω]ω�

	*
 ( ��� ���� S ω%����� X �� S ������ ��� Xn.

	,
 ( ��� ���� S (ω, ω)%����� X �� ���� �� ��� {n | |Xn ∩ S| = ω} ���

{n | |Xn ∩ (ω\S)| = ω} �� �������

	2
 ( ��� ���� S ⊆ [ω]ω �� �� ω%�������� ����� �� ��� ��������

��������� �� ������ ������ �� ω �� ω%����� �� ��� ���� �� S.

	5
 ( ��� ���� S ⊆ [ω]ω �� �� (ω, ω)%�������� ����� �� ��� ��������

��������� �� ������ ������ �� ω �� (ω, ω)%����� �� ��� ���� �� S.

"� �� ��� �� � ���� ��� ����' ��������� ������ �� �� ω%��������� ������� -�

��������� �� � ���������� ����� �� .��������� 3������� ��� +���G���)

���������� � 	�*>!
) ����� �� �� (ω, ω)��������� ����� �� ���� s.

-� '� ������������� ����� �� (ω, ω)%��������� ������� �� �� ��������� �%

���� �� 3������� ��� +���G���)

���������� � 	�*?!
) �� S �� �� (ω, ω)��������� ����� A �� �� ����� ��!

X ∈ I(A)+ ���� ����� �� S ∈ S �"�� ���� X ∩ S X ∩ (ω \ S) ∈ I(A)+.

H��� X ⊆ ω � ���� X0 = X ��� X1 = ω \ X. 9� �� ������� ������

�� A �� �� �� ������� X ∈ I(A)+ ��� S = {Sα | α < s} �� �� (ω, ω)%���������

������� ��� ��� �� α < s ��� τAX ∈ 2α ���� ����)

	*
 "� β < α ��� X ∩ S
1−τA

X (β)
β ∈ I(A).

	,
 X ∩ Sα, X \ Sα ∈ I(A)+.

#����� τAX ∈ 2<s �� ���1�� ��� �� Y ∈ [X ]ω ∩ I(A)+ ��� τAY ����� τAX .

( ��� ��� ���� �� ���� ����� �� ���� ������)

������� � 	+���� �,=!
) �� s ≤ a ���� ����� �� � �������� �������� ���

�����#


����# :� [ω]ω = {Xα | α < c}.( ���� ��������� ���������A = {Aα | α < c}
��� {σα | α < c} ⊆ 2<s ���� ���� ��� ��� α < c �� ��������� ����� 	���

Aα = {Aξ | ξ < α}
)
	*
 Aα �� �� �� �������

	,
 "� Xα ∈ I(Aα)
+ ��� Aα ⊆ Xα.

	2
 "� α �= β ��� σα �= σβ .

	5
 "� ξ < dom(σα) ��� Aα ⊆∗ S
σα(ξ)
ξ .
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"� �� ���� ���� �� � ����� �� �� ����� ��� � ���� ��� ������ �� ���������

� �������� ������� ��� ������� ����� Aδ = {Aξ | ξ < δ} ��� ������

�� ����������� :� X = Xδ �� Xδ ∈ I(Aδ)
+� ��� �� Xδ ∈ I(Aδ) �� X �

��� ���� ���� �� I(Aδ)
+� ( ��������� ��� {Xs | s ∈ 2<ω} ⊆ I(Aδ)

+�

{ηs | s ∈ 2<ω} ⊆ 2<s ��� {αs | s ∈ 2<ω} �� �������)

	*
 X∅ = X.

	,
 ηs = τAδ

Xs
��� αs = dom(ηs).

	2
 Xs�0 = Xs ∩ Sαs ��� Xs�1 = Xs ∩ (ω \ Sαs).

I�� ���� �� t ⊆ s� ��� Xs ⊆ Xt ��� ηt ⊆ ηs� ;� �� ���� ����� �� s ��

����������� ���� t� ��� ηs ��� ηt �� ������������ J�� ��� f ∈ 2ω ��

ηf =
⋃
n∈ω

ηf�n.

+��� s ��� ���������� ��������� ��� ηf �� �� ���� �� 2<s� ��� �� f �= g ���

ηf ��� ηg �� ����������� ���� �� 2<s. +��� δ �� ������ ���� c� ��� �� f ∈ 2ω

���� ���� ��� �� �� α < δ ���� ���� σα ����� ηf � +��� {Xf�n | n ∈ ω} ��

� �������� �1��� �� ����� �� I(Aδ)
+� ��� �� Y ∈ I(Aδ)

+ ���� ����

Y ⊆∗ Xf�n ��� ��� n ∈ ω 	� �*,! ����������� =� �� � ! ����������� ,
�

:����� β = dom(ηf ), � ����� ���� �� ξ < β ��� Y ∩ S
1−ηf (ξ)
ξ ∈ I(A)� -�

���� ����� �� n � �� ���� ������� ����� ���� ���� ξ < dom(ηf�n)� 9� ���

������������ � '��� ���� Xf�n ∩ S
1−ηf (ξ)
ξ ∈ I(A)� ��� ���� Y ⊆∗ Xf�n ��

����� ��������

J�� ��� ξ < β �� Fξ ∈ [A]<ω � ���� ���� Y ∩ S
1−ηf (ξ)
ξ ⊆∗ ⋃

Fξ ��� ��

W = {Aα | σα ⊆ ηf}. :�
D = W ∪

⋃
ξ<β

Fξ

��� ��� ���� D ��� ��D ��� ���� s, ��� �� ��� ��D ��� ���� a. "� ���� ���

� ������� ���� Y � D �� ��� � ��� ������� �� ��� �� Aδ ∈ [Y ]ω ���� ��

������ �������� ���� ��� ���� �� D ��� ��� σδ = ηf . ( ����� ���� Aδ

�� ������ �������� ���� Aδ. -� ���� ����� �� α < δ@ �� ��� Aα ∈ W � ������

'��� Aα ∩Aδ �� ���� �� ����� Aα /∈ W. :����� ξ = Δ(σδ, σα) � '��� ����

Aα ⊆∗ S
1−σδ(ξ)
ξ �� Aα ∩ Aδ ⊆∗ ⋃

Fξ� ��� ���� Fξ ⊆ D � ������� ���� Aδ ��

������ �������� ����
⋃
Fξ ��� ��� Aα ∩ Aδ ���� � �����

3���� ���� �� �� ������ A �� ������� ��� �� ��� ��� X ∈ I(A)+ ���

�� Y ∈ [X ]ω ���� ���� Y �� ������ �������� ���� A. � '� ����� �� �� �������

����� �� ���� ��� Aδ = {Aξ | ξ < δ} �� ����� ����
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-� ���� ��� �� ��������� � +%3���� ��� ������ �� �� ���� ���� ���

.����%������������ ��� ������ ��� ���� �������� "� A �� � ��� ������ ���

P �� � ������� ����� ��� � ��� A �� P%�������	
���� �� A �� ����� � ���

������ ���� ������� ���� P. -� �������������� �� ��� ������� ��� ����

� ��� ��������� ��� �� ������ ���� ���� ���������� 1������� ����� ���

	�� ���� ��� ������� �6!� �?!� �� �5! �� ���� ��� ����� �� ����������������

�� ��� ������� ��� �����
� -� ��������� ������� �� ��� ������� ����� �

���������� ��� �� �� ����� �� ��������������)

��������� �$	 � ��� ������ A �� ����� �� ��� ���

{Xn | n ∈ ω} ⊆ I(A)+

��� �� B ∈ I(A) ���� ���� B ∩Xn �� ������ ��� ��� n ∈ ω.

"� �6! �� �� ����� ���� ��� ����� ��� ������ �� #���%������������ ���

���� ��� ����� ��� ������ �� + %3����� ( ���� ���� ���� ��� .����%

������������ ��� ������ �� +%3����@ ���� ������� �� ������� ����� ����

.����%���������������� ������� ���� #���%���������������� 	� �5!
� J���� �

�� �� ��������� ����)

����� ��� %�� A �� � ��� ����� ��! T �� I(A)+���������� ����# ����

����� �� � �"����� S ⊆ T &��� ��� ���&��� ����������	

	*
 �� s ∈ S ����� �� As ∈ A �"�� ���� sucS(s) ∈ [As]
ω.

	,
 �� s ��! t ��� �&� !�'����� ��!�� �� S, ���� As �= At ��!

sucS(s) ∩ sucS(t) = ∅.

����# +��� T �� �� I(A)+%��������� �� ��� A �� ���� sucT (t) ��������

�������� ���� ������ ����� �� A ��� ��� t ∈ T � 3��������� ��� ���

t ∈ T � ����� At ∈ A ��� Bt ∈ [At ∩ sucT (t)]
ω ���� ���� Bt ∩ Bs = ∅ ���

As �= At ����� t �= s. ( ��� ��������� ��������� S ⊆ T ���� ����� ��

s ∈ S� ��� sucS(s) = Bs.

(��� �� ������� ���� � ��� ��� ���� �� ���������)

���������� ��� �� A �� (������!����"����� ���� A �� +�)�����#


����# :� A � � .����%������������ ��� ������ ��� T �� I(A)+%���������

��� :� S � �� I(A)%��������� ����� �� T �� �� �� ������� ����� (

��� ��� ��� S �� � .���� ��� :� ṙ��� � �� ��� �� �� ����� ��� ���

Ẋ �� ��� �� �� ���� �� ṙ���.
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( ���� ���� ���� ���� S � “Ẋ /∈ I(A)K � ����� ���� �� ��� ���� �� ���

�� S1 ≤ S ��� B ∈ I(A) 	B �� �� ���� �� V 
 ���� ���� S1 � “Ẋ ⊆ BK.

"� ���� ���� �� t �� � ��������� ��� �� S1 ��� sucS1(t) ⊆ B� ��� ��� ���� ��

t1 �= t2 �� ��� ������ ��������� ���� �� S2 ��� sucS1(t1) ��� sucS1(t2) ��

��� ������ ��� �������� �� ������ ����� �� A� �� ��� B ∈ I(A)+ �����

�� � ��������������

"� ���� ���� Ẋ �� ����� �� S �� � �� ���� �� I(A)+� ��� ���� A �� �����

��� ���� ��������� � ������� ������� �� .���� �������� � ��� �������

��� �� ���� {Ȧn | n ∈ ω} ��� ������ ����� �� A ���� ���� S �����

���� Ẋ ∩ Ȧn �� ������� ( ��� ��������� ����� ��� �1���� {Sn | n ∈ ω}
��� {Bn | n ∈ ω} ���� ���� ��� ��� n ∈ ω �� ��������� �����)

	*
 Sn �� � .���� �� ��� Bn ∈ A.

	,
 S0 ≤ S� ��� �� n < m ��� Sm ≤ Sn.

	2
 Sn � “Ȧn = BnK 	�� ��� ������� ���� Bn �= Bm �� n �= m
�

	5
 "� i ≤ n ��� ���(Sn) ∩Bi ��� ��D �� ���� n.

( ��� ��� r=
⋃

n∈ω���(Sn)� �� ������ r∈ [S] ��� im(r)∈I(A)+ .

-� ������ �� �� ������� ����� �� ��� ��� �� �����@ ���� ���� � �����

�� #�������� , � "� �� '���� ���� ��� ��� ������ �� ��D ��� ���� d �� .����%

������������ 	� �5!
� ( ��� ��� ������� �� ��������� ���������� �����

�� .����� $��78'� ����� � ����� �� �������� ������ �����

��������� � 	$��78'
) *+��� ��� ����� �� ���� ��� ���� d �� +�)�����#

�� ������"�� �� a < d ���� ����� �� � +�)����� ��� �����#

 � !�� 
�����	
���� �� � "������� #�� �����

"� ���� ������ � ���� ��������� � +%3���� ��� ������ ������� ��� ����

��������� ����� ���� ( ���� �� �� ������������ �� +���� �� � ��������

������� ��� ������@ ������ �� ������� ����� ���� ��� �� ����� �� ��

�� � 
��%��������� ��� ��� ������������� J��� ��� ��� � ���� ������ �����

���� ��� .���� ��� �� ����� �� ��������� �1����� "� p �� � .���� ��� �

���� Split(p) �� �� �� ��� ��������� ���� �� p.

��������� ��	 :� p � � .���� ��� H��� f ∈ [p] � ���

Sp(p, f) = {f(n) | f � n ∈ Split(p)}
���

[p]split = {Sp(p, f) | f ∈ [p]}.
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( ���� �� �� ��������� ���������)

��������� �,	 :� p � � .���� �� ��� H : Split(p) −→ ω. ( ��� ���)

	*
 Catch∃(H) �� �� ��

{Sp(f, p) | f ∈ [p] ∧ ∃∞n(f � n ∈ Split(p) ∧ f(n) < H(f � n))}.
	,
 Catch∀(H) �� �� ��

{Sp(f, p) | f ∈ [p] ∧ ∀∞n(f � n ∈ Split(p) ∧ f(n) < H(f � n))}.
	2
 4�� K(p) �� �� ��������� �� ��� A ⊆ [p]split ��� ����� ��� ��

G : Split(p) −→ ω ���� ����

A ⊆ Catch∃(G).

I�� ���� �� B = {fα | α < b} ⊆ ωω �� �� �������� ������ �� ���������

���������� ��� ��� ��� ������ ������� �������� g ⊆ ω × ω ��� �� α < b

���� ���� �� �� {n ∈ dom(g) | g(n) < fα(n)} �� ������� (��� ���� �����

���������� � ��� ���� �� ��������� �����

����� �!� K(p) �� � σ��!�� �� [p]split ���� �������� � ��������� ��!

b =���(K(p)) = ��	(K(p)).


����# "� ���� �� ���� ���� b ≤���(K(p))� �� �� ����� �� ���� ���� �� κ < b

��� {Hα | α < κ} ⊆ ωSplit(p) ���
⋃

α<κ Catch∃(Hα) ∈ K(p). +��� κ �� ������

���� b� � ��� ��� H : Split(p) −→ ω ���� ���� �� α < κ� ��� Hα(s) < H(s)

��� ������ ��� s ∈ Split(p). #�����⋃
α<κ

Catch∃(Hα) ⊆ Catch∃(H).

I�� � ���� ���� ���� ��	(K(p)) ≤ b. :� Split(p) = {sn | n < ω} ���

B = {fα | α < b} ⊆ ωω � �� �������� ������ �� ��������� ���������� H���

α < b ��� Hα : Split(p) −→ ω� ���

Hα(sn) = fα(n).

( ���� ���� ���� {Catch∃(Hα) | α < b} ����� [p]split. :����� f ∈ [p]� ���

A = {n | sn � f} ��� ��������� �� �������� g : A −→ ω� ���

g(n) = f(|sn|) + 1

��� ��� n ∈ A. 9� �� ������� ����'� ��� �� α < b ���� ���� fα � A �� ���

�������� �� g � A. "� �� ��� ���� ���� Sp(p, f) ∈ Catch∃(Hα).
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:����� p � � .���� �� ��� S ∈ [ω]ω, � ��� �� ��� G(p, S) �� �������)
I s0 s1 · · ·
II r0 r1

	*
 A��� si �� � ��������� ��� �� p.

	,
 ri ∈ ω.

	2
 si+1 ����� si.

	5
 si+1(|si|) ∈ S ��� �� ����� ���� ri.

L���� I ���� �� ��� �� �� ��� ������� ������� ��� �������� ���� �������

H��� S ∈ [ω]ω� � ���� �� Hit(S) �� �� �� ��� ������ �� ω ���� ��� ������

���������� ���� S.

����� ��� %������ p �� � (��� ���� ��! S ∈ [ω]ω ��� ��� ���� G(p, S) &�

��+� ��� ���&���	

	*
 
���� I ��� � &������ �������� �� ��! ��� �� ����� �� q ≤ p �"�� ����

[q]split ⊆ [S]ω.

	,
 
���� II ��� � &������ �������� �� ��! ��� �� ����� �� H : Split(p) −→ ω

�"�� ���� �� f ∈ [p] ���� ��� ��� {f � n ∈ Split(p) | f(n) ∈ S} �� �����

��������! �� {f � n ∈ Split(p) | f(n) < H(f � n)} -�� ������"��

[p]split ∩ Hit(S) ∈ K(p).#


����# -� ���� 1������� �� ��� �� � ��� �� ��� �� ����� I�� �����

��� �� � ������� ������� π ��� II� ( ��� H : Split(p) −→ ω ���� ���� ��

s ∈ Split(p) ���

π(x) < H(s)

��� x �� ��� ������� ���� �� ����� ����� I ��� ����� s ��� II ��� �����

��������� �� π 	��� ��� �� ���� ������ ���� �� ���� x �� � ��� ���

H(s)
� ( ���� �� ���� ���� �� f ∈ [p]� ��� {f � n ∈ Split(p) | f(n) ∈ S} ��

������ �������� �� �� ��

{f � n ∈ Split(p) | f(n) < H(f � n)}.
����� ���� �� ��� �� ���� :�B � �� �� �� ��� n ∈ ω ���� ���� f �n∈Split(p)

���� f(n) ∈ S ��� H(f � n) ≤ f(n). 9� ��� ��������� B �� ������ ��� ���

� ������ �� �� B = {bn | n ∈ ω} �� ��������� ����� #������ �� ��� ��

�� ��� ��� I ����� f � bn �� �� n%�� ����� -��� �� ������� ���� f(bn) ∈ S

��� H(f � bn) ≤ f(bn) �� I ���� ��� �� ���� ����� �� � �������������� -�

���� ����������� �� ����
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+��� G(p, S) �� �� ��� ��� ��� II �� �� H��C+����� ����� 	� �**!


�� �� �������� �� � ������� �� ��������� ���������)

��������� ��� �� p �� � (��� ���� ��! S ∈ [ω]ω ���� ��� ��! ��� ��� �� ���

���&��� ��!�	

	*
 ����� �� q ≤ p �"�� ���� [q]split ⊆ [S]ω.

	,
 ����� �� H : Split(p) −→ ω �"�� ���� �� f ∈ [p] ���� ��� ��� !����! ��

{f � n ∈ Split(p) | f(n) ∈ S} �� ����� ��������! �� ��� ���&��� ���	

{f � n ∈ Split(p) | f(n) < H(f � n)} -��! [p]split ∩ Hit(S) ∈ K(p).#

"� ����������� ��� ��� .���� �� p ��� S ∈ [ω]ω ��� �� q ≤ p ���� ����

���� [q]split ⊆ [S]ω �� [q]split ⊆ [ω\S]ω 	�������� ���� ���� ��� � ����� ����

������� �� ���
�

��������� �/	 :� p � � .���� �� ��� S ∈ [ω]ω. ( ��� S ���������� p ��

��� �� .���� ��� q0, q1 ≤ p ���� ����

[q0]split ⊆ [S]ω ��� [q1]split ⊆ [ω \ S]ω;
S �� � #��� ������������� ����� �� ��� .���� �� �� ��%����� �� ���

���� �� S.
"� �� ��� �� � ���� ��� .����%�� ��������� ������ �� � ��������� ������

��� �� �� ���� ��� �� � ���� ��� ω%��������� ������ �� � .����%�� ���������

������� ( ���� ��� ���� ��� �� � .����%�� ��������� ������ �� ��D s. " ����

�� ����' �� ��� ��� ��������� �� ��������� ������� ����� �� ������ ����

�� �������� ���

���������� �"� ��� ������ ���� �� � (�������� �������� ����� �� s.


����# ( ���� ��������� � .����%�� ��������� ������ �� ��D s. "� ��� b ≤ s

��� �� �� ω%��������� ������ �� ��D s 	� L���������� > ��� �� ����' ����

4������� 0
 ��� ���� �� � .����%�� ��������� ������ �� ����'� �����

I�� ����� s < b. ( ���� ���� ���� ��� ��������� ������ �� ��D s �� �

.����%�� ��������� ������� ( ���� �� �������������� :�

S = {Sα | α < s}
� � ��������� ������ ����� ��� ��� ��%����� �� .���� �� p. "� ���� ����

��� ��� α < s ��� �� i(α) < 2 ���� ���� ��� �� �� q ≤ p ��� �����

[q]split ⊆ [S
i(α)
α ]ω. 9� #�������� *6� ��� �� Hα : Split(p) −→ ω ���� ���� ���
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��� f ∈ [p] �� ��������� �����)

{f � n ∈ Split(p) | f(n) ∈ S} ⊆∗ {f � n ∈ Split(p) | f(n) < H(f � n)}
�� 1���������

∀∞n(f � n ∈ Split(p) ∧Hα(f � n) ≤ f(n) −→ f(n) ∈ S1−i(α)
α ).

+��� s < b ��� ����� H : Split(p) −→ ω ���������� ��� Hα. -�' f ∈ [p]

���� ���� ��� ��� n ∈ ω� �� f � n ∈ Split(p) ��� f(n) > H(f � n). -��

∀α < s∀∞n(f � n ∈ Split(p) −→ f(n) ∈ S1−i(α)
α ).

:� X = {f(n) | f � n ∈ Split(p)}@ ��� ���� X ⊆∗ S
1−i(α)
α ��� ��� α < s.

9�� ���� ����������� ���� S ��� � ��������� �������

-� ��������� ���� �� �������� ��� '����)

����� ��� 0��"�� κ < d ��! ��� �+��� α < κ �� Fα ⊆ [ω]<ω �� �� �������

��� �� !��1���� ����� �"����� �� ω ��! gα :
⋃Fα −→ ω. ���� ����� �� f : ω −→ ω

�"�� ���� ��� �+��� α < κ ����� ��� �������� ���� X ∈ Fα �"�� ����

gα � X < f � X.


����# H��� α < κ� ��� �� ������� ��������� Pα = {Pα(n) | n ∈ ω} ���� ����

��� ��� n ∈ ω ��� �� X ∈ Fα ���� ���� X ⊆ Pα(n) 	���� �� ������� ����

Fα �� ������ ��� ��� ����� �� ������� ��������
� -�� ��� �� ��������

gα : ω −→ ω ���� ���� gα � Pα(n) �� �� �������� �������� max{gα[Pα(n+1)]}.
+��� κ �� ������ ���� d, � ��� ��� ��� �� ��������� �������� f : ω −→ ω

���� �� ��� �������� �� ��� �� �� gα. "� �� ��� �� ���� ���� f ��� �� �����

��������

I�� � ��� ���� �� ��������� ���� ���� ���� � �����)

����� ��� %�� q �� � (��� ���� ��! κ < d. �� {Hα | α < κ} ⊆ ωSplit(q) ����

����� �� r ≤ q �"�� ���� Split(r) = Split(q) ∩ r ��!

[r]split ∩
⋃
α<κ

Catch∀(Hα) = ∅.


����# ( ���� ���� ���� ��� �� G :Split(q) −→ ω ���� ����
⋃

α<κ Catch∀(Hα)

�� � ����� �� Catch∃(G). H��� t ∈ Split(q)� �� T (t, α) � �� ����� �� q ����

���� �� f ∈ [T (t, α)] ��� t � f � ��� �� t � f � n ��� f � n ∈ Split(q) ���

f(n) ∈ Hα(f � n). #����� T (t, α) �� � ������ ��������� ����� �� q. -��
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��� F(t, α) = {Splitn(q) ∩ T (t, α) | n < ω} ����� �� �� ������ ��������� ��

������� �������� ���� ���� ��� �� g(t,α) :
⋃F(t, α) −→ ω ���� ��

g(t,α)(s) = Hα(s).

+��� κ < d �� �� ������� ����� � ��� ��� G : Split(q) −→ ω ���� ����

�� α < κ ��� t ∈ Split(q)� ��� ��� �� �������� ���� Y ∈ F(t, α) ���� ����

g(t,α) � Y < G � Y. ( ���� ��� ���� ����
⋃

α<κ Catch∀(Hα) ⊆ Catch∃(G). :�

α < κ ��� f ∈ Catch∀(Hα). J��� t ∈ Split(q) ���� ���� t � f � ��� �� t � f � m
��� f � m ∈ Split(q) ��� f(m) ∈ Hα(f � m). I�� ���� f �� � ������ �������

T (t, α). :� Y ∈ F(t, α) ���� ���� g(t,α) � Y < G � Y ���� ���� f ∈ [T (t, α)]�

��� �� n ∈ ω ���� ���� f � n ∈ Y �� f(n) < Hα(f � n) < G(f � n).
4�� r ≤ q ���� ���� Split(r) = Split(q) ∩ r ��� sucr(s) = sucq(s) \G(s).

#����� [r]split �� �������� ���� Catch∃(G).

( ��� ��� ������ ���� ��� ���� ������

������� � � ����� �� � +�)����� ��� �����#


����# "� a < s ��� a �� ������ ���� d �� ��� ��� �� � +%3���� ���

������ 	�� ����� ��� �� � .����%������������ ��� ������� � #�������� *2
�

+� � ����� s ≤ a ��� �� ��� �� �� ������ J�� �� (ω, ω)%��������� ������

S = {Sα | α < s} ���� �� ���� � .����%�� ��������� ������� :� {L,R} �

� ��������� �� �� ����� �������� ������ ���� c ���� ���� ���� L ��� R ���

��D ���������� A������ �� {Xα | α ∈ L} ��� ������ ������ �� ω ��� ��

{Tα | α ∈ R} ��� ������ �� ω<ω. ( ���� ��������� ���������A = {Aξ | ξ < c}
��� {σξ | ξ < c} �� �������)

	*
 A �� �� �� ������ ��� σα ∈ 2<s ��� ��� α < c.

	,
 "� σα ∈ 2β ��� ξ < β� ��� Aα ⊆∗ S
σα(ξ)
ξ .

	2
 "� α �= β� ��� σα �= σβ .

	5
 "� δ ∈ L ��� Xδ ∈ I(Aδ)
+� ��� Aδ+n ⊆ Xδ ��� ��� n ∈ ω 	���

Aδ = {Aξ | ξ < δ}
�
	>
 "� δ ∈ R ��� Tδ �� �� I(Aδ)

+%��������� ��� ��� ��� �� f ∈ [Tδ] ����

���� Aδ+n ⊆ im(f) ��� ��� n ∈ ω.

"� �� ���� ���� �� � ����� �� ������ �� ������������� ��� A ���� �

� +%3���� ��� ������ 	��� �� ���� � �������� ������� ���
� :� δ �

� ����� ������� ��� ����� � ��� ���������� Aξ ��� ��� ξ < δ. "� ���

δ ∈ L � ���� ����� �� �� �� ��� �� �� �������� ������� ��� �������
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�� ����� δ ∈ R. +��� Aδ = {Aξ | ξ < δ} �� �����%��� 	����� ���� Aδ

�� �����%��� �� �� ����� �� -���� ?
 � ��� ��� p� �� A⊥
δ %���������

����� �� Tδ 	����� ���� A⊥
δ �� �� �� �� ��� ������ ��� ���� �� ������ ��������

���� ��� ���� �� A⊥
δ 
�

J���� ��� ���� ���� S �� � .����%�� ��������� ������� ��� ��� .���� ��

q ��� �� α < s ��� τq ∈ 2α ���� ����)

	*
 Sα ��%������ q.

	,
 "� ξ < α� ��� ��� �� �� q′ ≤ q ���� ���� [q′]split ⊆ [S
1−τq(ξ)
ξ ]ω.

I�� ���� �� q′ ≤ q� ��� τq′ ����� τq. "� q ≤ p ��� τq ∈ 2α � �� ��

��������� ����)

	*
 W0(q) ={ξ < α | ∃β < δ(σβ = τq � ξ)}
���

W1(q) ={ξ < α | ∃β < δ(Δ(σβ , τq) = ξ)}.�
	,
 :� ξ ∈ W0(q)� ( ��� ��� β ���� ���� σβ = τq � ξ ��� ���

Gq,ξ : Split(q) −→ ω ���� ���� �� s ∈ Split(q) ���

Aβ ∩ sucq(s) ⊆ Gq,ξ(s)

	���� �� ������� ���� q �� A⊥
δ %���������
�

	2
 H��� ξ ∈ W1(q) � '��� ��� �� �� q′ ≤ q ���� ����

[q′]split ⊆ [S
1−τq(ξ)
ξ ]ω .

( '��� ���� ��� �� Hq,ξ : Split(q) −→ ω ���� ���� �� f ∈ [q]� �� ��

���� �� {f � n ∈ Split(q) | f(n) ∈ S
1−τq(ξ)
ξ } �� ������ �������� ��

�� ��

{f � n ∈ Split(q) | f(n) < Hq,ξ(f � n)}.
	5
 "� U ∈ [W0(q)]

<ω ��� V ∈ [W1(q)]
<ω ����� ��� Jq,U,V : Split(q) −→ ω

���� ���� �� s ∈ Split(q)� ���

Jq,U,V (s) > max{Gq,ξ(s) | ξ ∈ U}, max{Hq,ξ(s) | ξ ∈ V }.
	>
 A(q) = {Aξ ∈ Aδ | τq � σξ}.

I�� ���� �� ξ ∈ W0(q)� ��� ��� �� � ���1� β < δ ���� ���� σβ = τq � ξ

	�������� �� ��������� ����' �� ��� ��� ��� �� ����� �� W1(q)
� -�

��������� ����� ���� ���� � ���������� ��� �� �� �����)

����� �#� �� q ≤ p ���� ����� �� r ≤ q �"�� ���� [r]split ⊆ I(A(q))+#
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���� �� 2��� ��# :� α < s ���� ���� τq ∈ 2α. +��� s ≤ d� � '��� ��� ��

r ≤ q ���� ���� [r]split �� �������� ����⋃
{Catch∀(Jq,U,V ) | U ∈ [W0(q)]

<ω, V ∈ [W1(q)]
<ω}

��� Split(r) = Split(q) ∩ r. ( ���� ��� ���� [r]split ⊆ I(A(q))+ ��� �����

���� �� ��� �� ���� -������ ��� �� f ∈ [r] ��� F ∈ [A(q)]<ω ���� ����

X = Sp(r, f) ⊆∗ ⋃
F.

:� F = F1∪F2 ��� U ∈ [W0(q)]
<ω � V ∈ [W1(q)]

<ω ���� ���� ��� ��� Aβ ∈ F1

��� �� ξβ ∈ U ���� ���� σβ = τq � ξβ � ��� ��� ��� Aγ ∈ F2 ��� �� ηγ ∈ V

���� ���� Δ(τq , σγ) = ηγ . :� D ⊆ {n | f � n ∈ Split(r)} � �� 	������
 �� ��

��� n < ω ���� ���� �� ��������� �����)

	*
 f � n ∈ Split(r) ��� f(n) ∈ ⋃
F.

	,
 "� ηγ ∈ V ��� Aγ \ n ⊆ S
1−τq(ηγ)
ηγ .

	2
 f(n) > Jq,U,V (f � n).
	5
 "� η ∈ V ��� f(n) ∈ S

1−τq(η)
η � ��� f(n) < Hq,η(f � n) < Jq,U,V (f � n)

	����� ���� {f � m ∈ Split(q) | f(m) ∈ S
1−τq(η)
η } �� ������ �������� ��

{f � m ∈ Split(q) | f(m) < Hq,η(f � m)}
�
( ���� ����� ���� �� n ∈ D� ξβ ∈ U ��� ηγ ∈ V � ��� f(n) /∈ Aβ ∪S

1−τq(ηγ)
ηγ .

;� �� ����� ���� Aβ ∩ sucq(f � n) ⊆ Gq,ξβ (f � n) < Jq,U,V (f � n) ���

f(n) > Jq,U,V (f � n) ��� f(n) /∈ Aβ . ;� �� ���� ����� �� �� ��� �� ��� ����

f(n) ∈ S
1−τq(ηγ )
ηγ �� f(n) < Hq,η(f � n) < Jq,U,V (f � n)� ��� � ������ '���

���� f(n) > Jq,U,V (f � n). +��� n ≤ f(n) 	����� ��� ������ ������� p ��

���������
 f(n) /∈ Aγ ��� ��� ηγ ∈ V ����� Aγ \n ⊆ S
1−τq(ηγ)
ηγ . -��� ������

f(n) /∈ ⋃
F ����� �� � ������������� ��� ������ �� ����� �� �� ������

9��' �� �� ����� �� �� ������ � ��������� ����� � �� �� .���� ���

{p(s) | s ∈ 2<ω} ���� �� ��������� ��������)

	*
 p(∅) = p.

	,
 p(s�i) ≤ p(s) ��� �� ��� �� p(s�i) ��� ����� �� ���� |s|.
	2
 τp(s�0) ��� τp(s�1) �� ������������

	5
 [p(s�i)]split ⊆ I(A(p(s)))+.

-��� �� ��� �� �� ���� �� ��� �� �� ������� ������ J�� ��� g ∈ 2ω ��

τg =
⋃
τp(g�m). I�� ���� �� g1 �= g2� ��� τg1 ��� τg2 �� ��� ����������� ����

�� 2<s. +��� Aδ ��� ��D ��� ���� �� ���������� ��� �� g ∈ 2ω ���� ����

��� �� �� β < δ ���� ���� σβ ����� τg ��� ��� Aδ =
⋃

m∈ω A(p(g � m)).
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:� f � �� ���� ���� ��
⋂

m∈ω[p(g � m)]. ;��������� f �� � ������ �������

p ��� � ����� ���� im(f) ∈ I(Aδ)
+. -��� �� ��� ���� �� Aξ1 , . . . , Aξn ∈ Aδ�

��� � ��� ��� m < ω ���� ���� Aξ1 , . . . , Aξn ∈ A(p(g � m)) ��� ��� �

'��� ���� Sp(p(g � m+1), f) �∗ Aξ1 ∪ · · · ∪Aξn � ��� ���� Sp(p(g � m+1), f)

�� �������� �� im(f) � ������� ���� im(f) ∈ I(Aδ)
+.

J������� ��� � ��������� {Zn | n ∈ ω} ⊆ I(Aδ)
+ �� im(f) ��� ����� ��

����� �� +����� ��������� Aδ+n ���� ���� Aδ+n ⊆ Zn. -��� ������ ��

������

$� #��� 
�����	
�����

"� ���� ���� ������� � ���� ���� �� ����������� ���� +%3���� ��� ����

�������� �� ��� �������� 3���� ���� �� ���� I �� ω �� �� �� ��� ���

X ∈ [ω]ω ��� �� Y ∈ I ���� ���� X ∩ Y �� ������� I�� ���� �� A �� ��

�� ������� ��� I(A) �� ���� �� ��� ���� �� A �� ���� I�� ���� �� ����� ��

-���� ,2 �� ���� ���� �� ��������� �����)

��������� �� 	s ≤ a
) �� I �� � �� �!�� ���� ����� �� � +�)����� ���

����� A �"�� ���� A ⊆ I.
-� ��������� �� �������� �� ��� ������� ���� ��� �� ������ �� ��

��������)

��������� ��	 :� A � � ��� �������

	*
 A �� P%�������	
���� �� A ������ ��� ���� ������� ���� P 	� ��

������ ������� ��� P �� #���� ������� +��'� �� .���� �������
�

	,
 A �� ����� ����� �� ��� ��� {Xn | n ∈ ω} ⊆ I(A)+ ��� �� B ∈ I(A)

���� ���� |B ∩Xn| = ω ��� �������� ���� n ∈ ω.

	2
 A �� ����� �� ��� ��� {Xn | n ∈ ω} ⊆ I(A)+ ��� �� B ∈ I(A) ����

���� B ∩Xn �� ������ ��� ��� n ∈ ω.

	5
 A �� %�&���� �� A ��� ��� � ����� �� �� Fσ%�����

	>
 A �� +%������ �� ��� ��� I(A)+%��������� �� T, ��� �� f ∈ [T ]

���� ���� im(f) ∈ I(A)+.

"� �� '���� ���� �������� ������ ���� ��' �������� ��� #��� ��������%

�������� 	� �6!
� "� �� ���� ��� �� � ���� #��� ���������������� ������

.���� ���������������� ��� +��'� ���������������� �� ��'� ���� ���� .����

���������������� ��� ������ ���������������� 	� �5!
�
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��������� �� 	s ≤ a
) ����� �� � +�)����� ��� ����� ���� �� ��� 3����

��!����"����� %�4���� �� &���� �����#


����# -� ��������� ������� �� �� ������� ������ "� �?! �� ��� ����� ����

��� �� � ���� ���� I ���� ���� ��� ��� ������ �������� �� I �� +��'�

����������� � ������� ����� ��� ��' �������� ��� ����� �� �2!�

-� ��������� �� � ��� ��������� ��������)

��������� �5	 ( ��� ϕ : ℘(ω) −→ ω ∪ {ω} �� � ���� ����
�����	�	�

�	�����	�� �� �� ��������� ����)

	*
 ϕ(ω) = ω.

	,
 ϕ(A) = 0 �� ��� ���� �� A = ∅.
	2
 ϕ(A) ≤ ϕ(B) ����� A ⊆ B.

	5
 ϕ(A ∪B) ≤ ϕ(A) + ϕ(B) ��� ��� A,B ⊆ X.

	>
 	���� �������������
 �� A ⊆ ω ��� ϕ(A) = sup{ϕ(A ∩ n) | n ∈ ω}.
H��� � ���� ������������� �������� ϕ � ��� ��(ϕ) �� �� ������

�� ���� ������ �� ω ���� ���� ��������� -� ��������� �� � ��� ���������

����� �� .�D��)

���������� �� 	.�D�� �*2!
) I �� �� Fσ��!�� �� ��! ��� �� ����� �� � �&��

����������"�"� �"�����"�� �"�� ���� I = ���(ϕ).

"� a ⊆ ω<ω � ���

π(a) = {f ∈ ωω | ∃∞n(f � n ∈ a)}.
H��� f ∈ ωω� ���

f̂ = {f � n | n ∈ ω}
��� �� BR = {f̂ | f ∈ ωω}. 9� J � ���� �� ���� �� ω<ω ���������� �� ���

��� a ⊆ ω<ω ���� ���� π(a) �� ����� #����� BR ⊆ J . -� ��� ����� �������

����� ���� �� ������ �� �*5!� ��� � ������ � ����� ��� �� �������� �� ��

����)

�����  "� J ������ �� �6���!�! �� �� Fσ��!��#


����# :� ϕ : ℘(ω) −→ ω∪{ω} � � ���� ������������ ��������� ( ����

���� ���� J �� ��� � ����� �� ��(ϕ). H��� s ∈ ω<ω� � ����

B0(s) = {t ∈ ω<ω | s ⊆ t} ��� B1(s) = {t ∈ ω<ω | s ⊥ t}
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	��� s ⊥ t ����� ���� s ��� t �� �����������
� :� ω<ω = {sn | n ∈ ω}.
( ��������� ��������� ��� �1���� 〈in | n ∈ ω〉 ��� 〈Fn | n ∈ ω〉 ���� ����

��� ��� n ∈ ω �� ��������� �����)

	*
 in ∈ {0, 1}.
	,
 Fn �� � ���� ����� �� ω ��� ϕ(Fn) ≥ n+ 1.

	2

⋂

j≤nBij (sj) ∈ ��(ϕ)+.

	5
 Fn ⊆ ⋂
j≤nBij (sj).

-� ������������ �� ��� ��� �� ������� :� G =
⋃

n∈ωFn. I�� ����

G ∈ ��(ϕ)+. J��������� ��� ��� s ∈ ω<ω ���� G �� ������ �������� ��

B0(s) �� �� ������ �������� ���� ��� "� �� ��� �� � ���� G ∈ J �� J �� ���

�������� �� ��(ϕ).

( ��� ��� ���� �� ���������)

����������  � 	CH
) ����� �� � %�4���� ��� ����� ���� �� ��� +�)�����#


����# :� {Iα | α ∈ ω1} � �� �� �� ��� Fσ %����� �� ω<ω. ( ���������

A = {Aα | α < ω1} ���� ���� �� ��������� �����)

	*
 A ∪ BR �� �� �� �������

	,
 "� s ∈ ω<ω� ��� A �������� �� ������ ��������� �� {s�n | n ∈ ω} ����

������ ����

	2
 "� Aα∪BR ⊆ Iα� ��� Aα /∈ Iα 	��� Aα = {Aξ | ξ < α}
�
	5
 Aα �� ���������

�� ��� α ����� ���� BR∪Aα ⊆ Iα� +��� Iα �� �� Fσ%���� ��� �� ��������

��� �������� ��� �� a ∈ I+
α ∩ J . :� π(a) = {f1, . . . , fn} ��� � ��� ���

b = a \ (f̂1 ∪ · · · ∪ f̂n). I�� ���� π(b) = ∅ ��� b ∈ I+
α . :� ϕ � � ����

������������� �������� ���� ���� Iα = ��(ϕ) ��� �� Aα = {Bn | n ∈ ω}.
( ��������� ��� sn ⊆ b\ (B0∪· · ·∪Bn) ���� ���� ϕ(sn) ≥ n 	���� �� �������

���� b ∈ I+
α 
� -�� Aα =

⋃
n∈ωsn �� �� �� � �� ���'��� ���� "� �� ��� ��

� ���� A ∪ BR �� � :�M��� ��� ������ ���� �� ��� +%3�����

( ���� ��� ���� ���� ��' �������� ��� ��� ����� ����+%3����� H���

s ∈ ω<ω � ���

[s] = {t ∈ ω<ω | s ⊆ t}.
�����  �� �� A ⊆ ω<ω !��� ��� ��+� ������� ���������� ���� A ��� �� ��+���!

&��� ������ ���� ������#
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����# 4�� S �� �� �� �� ��� ����������� ���� �� A� ���� s ∈ A �� ���

���� �� ��� ��� �������� �� s �� A �� ���������� I�� ���� S ⊆ A ���

��� ���� �� A ��� � ����� �� �� ���� �� S 	������� A �����

������� � +��'� �� ��� ��� �� ������ ���������
� :� B ⊆ S � � �������

	����
 ���������� J�� ��� s ∈ B �� bs ∈ ωω � �� ���1� ������ ���� ����

A ∩ [s] ⊆ b̂s. -�� 	�� �� ���������� �� B
 � ������� A ⊆ ⋃
s∈B b̂s.

( �� �� ��������� ����)

�����   � �� A = {An | n ∈ ω} ⊆ ℘(ω<ω) �� � �������� �� ������� ���������� 

���� ����� �� �� ��������� B �"�� ���� B∩An �� ������� ��� �������� ���� n ∈ ω.


����# ( ��� s ∈ ω<ω ���
���An �� s ��� �������� ���� �������� �� An.

4�� T ⊆ ω<ω ���� ���� s ∈ T �� ��� ���� �� ��� �� �������� ���� n ∈ ω

���� ���� s ������ An. I�� ���� T �� � ��� J���� ����� ��� �� s ∈ T ����

�� � ������� ���� 9� �����'��� A �� ���� � ��� ����� s ������ ���

���� �� A. ( ��� ��� �� �� C = {An | ∃∞m(An∩ [s�m] �= ∅)}. "� ���

C �� ������� � ��� ��� �� ��������� B ���� ��� ������ ���������� ���� ���

���� �� C. I�� ����� ���� C �� ����@ �� �����'��� A � ��� ����� C ��

�� ���� ��� "� ���� ���� ��� ��� An ��� �� mn ���� ���� s�mn ������

An. ( ��� ��� ��� �� ������ �� X ∈ [ω]ω ���� ���� mn �= mr �����

n �= r ��� n, r ∈ X 	����� ���� s �� �������
� -�� B =
⋃

n∈X [s�mn]∩An ��

�� �� � �� ���'��� ����

I�� � ��� ����� T ��� ��� ��� ������� ����� "� T �������� � +��'�

��� ��� � ��� ��� �� ������ ��������� Y ⊆ T � J�� ��� s ∈ Y � ����� ns

���� ���� s ������ Ans � ��� �� s �= t ��� Ans �= Ant . -�� B =
⋃

s∈Y [s]∩Ans

�� �� �� � �� ���'��� ����

-� ���� ��� ��� �� ���� ��� �� s ∈ T ���� ��� ��� ����� �� T ��� �� ���

�������� :� f ∈ [T ] � �� ���� ������ ���� ����� s. ( ��� �����N s

������ ��� ���� �� A ��� ��� An �� �������� ���� f̂ 	���� �� ����� An

�� �� ��������� ��� f �� � ������
� ( ��� An �� � 
��� ���� f �� Δ(An∩ [s], f̂)

�� ������� ( ��� ����� ���� ���� ��� ���� �� A �� � ���� ���� f ��

��� ��� "� ��� ��� �� ��� �� ����� � ��� ����� ��� �� ����� ����������

+� ����� ��� �� ��� �� ������ "� ���� ���� ��� ��� n ∈ ω � ��� ���

tn ������� s ��� ����������� ���� f �� ������� ����� ���� ���� tn ������

An. +��� tn /∈ T � ��� ��� W ∈ [ω]ω ���� ���� tn �= tm ��� ��� n,m ∈ W

��� n �= m. -�� � ��������� ��������� �� ����� ����������
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( ��� ��� ������� �� ���������)

����������  # 	CH
) ����� �� � &���� ����� ��� ����� ���� �� ���

+�)�����#


����# :� {Xα | ω ≤ α < ω1} ������ ��� �������� �1���� �� ������

������ �� ω<ω. :� BR = {f̂ | f ∈ ωω}� ( ��������� A = {Aα | α < ω1} ����

���� �� ��������� �����)

	*
 A��� Aα �� �� ����������

	,
 A ∪ BR �� �� �� �������

	2
 "� s ∈ ω<ω� ��� A �������� � ��������� �� suc(s) = {s�n | n ∈ ω}.
	5
 J�� ��� ω ≤ α < ω1� �� Xα = {Xn | n ∈ ω} ⊆ I(Aα∪BR)+ ���

Aα∩Xn �� ������ ��� �������� ���� n ∈ ω 	��� Aα = {Aξ | ξ < α}
�
�� ��� α = {αn | n ∈ ω} ����� Xα = {Xn | n ∈ ω} ⊆ (Aα∪BR)+. (

���� ����� ���� ��� �� �� ������ ��������� X ′
n ⊆ Xn ���� ���� Xn ∈ A⊥

α . :�

Σ = {A ∈ Aα | |A ∩Xn| = ω}. "� ��� Σ �� ����� �� :��� 2, � ��� ��� ��

������ ��������� X ′
n ⊆ Xn \

⋃
Σ. "� Σ �� ������� ��� �� :��� 22 � ��� ���

�� ������ Σ′ ⊆ Σ ��� BA ∈ [A ∩Xn]
ω ��� A ∈ Σ′ ���� ����

⋃{BA | A ∈ Σ′}
�� �� ���������� "� �� ��� ��� �� ����� �������� {sA ∈ BA | A ∈ Σ′} �� ����

X ′
n = {sA ∈ BA | A ∈ Σ′} ∈ A⊥

α .

:� Yn = X ′
n \ (Aα0 ∪ · · · ∪ Aαn) ����� �� �� ������ ���������� 9� :���

22 � ��� ��� �� ���������

Aα ⊆
⋃
n∈ω

Yn

���� ���� Aα ∩ Yn �� ������ ��� �������� ���� n ∈ ω.

#����� A ∪ BR �� ��� +%3���� 	����� ���� ��'�� ����� ������� �� ���%

����
�

3���� ���� .���� ���������������� ������ ���� +%3����� ( ���� ���

���� ���� 	�� ����������
 +��'� �� ������ ���������������� �� ��� ����� ��

�� +%3�������� ( ���� ��� � ������ A �� ω<ω �� � �������� Kσ �����

�� �� ��������� �����)

	*
 A �� �� �� �������

	,
 "� A ∈ A� ���� π(A) = ∅ �� A �� � ������ ��������� �� �� ω<ω.

	2
 "� s ∈ ω<ω� ��� {s�n | n ∈ ω} ∈ I(A)++.

3���� ���� �� a ⊆ ω<ω, � ����� π(a) = {f ∈ ωω | ∃∞n(f � n ∈ a)}. (

��� �� �� ��������� ����)



"0 #! $%&�'( )��! *! ���!

�����  �� %�� P �� �� ωω���"�!��� ������� ��! A � ��"����� ����!��! Kσ

�����# �� p ∈ P ��! ḃ �� � P����� ��� �� ������� �"���� �� ω<ω �"�� ����

p � “ḃ ∈ A⊥7 ���� ����� ��� q ≤ p ��! B � ��"����� ����!��! Kσ ����� �"��

���� A ⊆ B ��! q � “ḃ /∈ B⊥7 .


����# :� A = {Tn | n ∈ ω} ∪ {an | n ∈ ω} ��� Tn �� � ������ ���������

����� �� ω<ω ��� π(an) = ∅ ��� ��� n ∈ ω. ( ��� ����� ���� p �����

���� π(ḃ) �� ���� ���� �� � ��������� ( ���� ����� ��� �� ṙ ���� ����

p � “π(ḃ) = {ṙ}K. +��� P �� ωω%��������� � ��� ��� p1 ≤ p ��� T ∈ V �

������ ��������� ��� ����� ����� �� ω<ω ���� ���� p1 � “ṙ ∈ [T ]K. ;��

������ ���� P �� ωω%�������� � ��� ��� p2 ≤ p1 ��� f ∈ ωω ���� ���� ��

��������� �����)

	*
 f �� �� ��������� ���������

	,
 p2 � “(Tn ∪ an) ∩ r̂ ⊆ ω<f(n)K .

J�� ��� n ∈ ω, ���

T̃n = {s ∈ Tn | f(n) ≤ |s|}
��� ��� �� �� ãn �� {t | ∃s ∈ an(s ∈ an ∧ f(n) ≤ f(n))}. :�

K = T \⋃n∈ω(T̃n ∪ ãn).

"� �� ��� �� � ���� K �� � ������ ��������� ��� p2 � “ṙ ∈ [K]K ��� K ∈ A⊥.
( ��� ������ ��� B = A∪{K}.
I�� � ������� �� ��� ��� π(ḃ) �� ����� �� � ����� :� Ṡ � ��

�� �� ��� s ∈ ω<ω ���� ���� s ��� �������� ���� �������� �� ḃ. ( ���� ����

����� ��� �� p1 ≤ p ��� s ���� ���� p1 ����� ���� s �� � ������� ���

�� Ṡ. +��� P �� ωω%��������� � ��� ��� � ������ ���� ������� ���������

P = {Pn | n ∈ ω} ��� p2 ≤ p1 ���� ���� �� n ∈ ω� ��� p2 ����� ���� ���

�� ṁn ∈ Pn ���� ���� ([s�ṁn] ∩ ḃ) \ (T0 ∪ · · · ∪ Tn ∪ a0 ∪ · · · ∪ an) �= ∅. H���

n,m ∈ ω � ��� Kn,m = {s�i�t | i ∈ Pn ∧ t ∈ mm}. O���� ��� ����� ����

P �� ωω%��������� � ��� ��� p3 ≤ p2 ��� �� ��������� �������� f : ω −→ ω

���� ���� �� n ∈ ω ��� p3 ����� (Kn,f(n) ∩ ḃ) \ (T0 ∪ · · · ∪ Tn ∪ a0 ∪ · · · ∪ an) ��

���%���� ��� ��� n ∈ ω. ( ��� ���

a =
⋃

n∈ωKn,f(n) \ (T0 ∪ · · · ∪ Tn ∪ a0 ∪ · · · ∪ an).

"� �� ��� �� � ���� π(a) = ∅, a ∈ A⊥� ��� p3 ����� ���� a ��� ḃ ��� ������

�����������
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I�� � ����� ���� p ����� ���� Ṡ ��� ��� ��� ������� ����� :� ṙ

� � ��� ��� � ������ �� Ṡ. J���� ����� ���� ṙ �� ����� �� � � ������

������� ��� ���� �� A. ( ��� ����� ���� p � “ṙ ∈ [T0]K . +��� P ��

ωω%��������� � ��� ��� p1 ≤ p ��� �� ��������� ������ ���� ��������

f : ω −→ ω ���� ���� �� n ∈ ω� ��� p1 ����� ���� ��� �������� �� ṙ � f(n) ��
ḃ �� ��� �� T0 ∪ · · · ∪ Tn ∪ a0 ∪ · · · ∪ an. ;�� ������ � ��� ��� p2 ≤ p1 ���

g : ω −→ ω ���� ���� �� n ∈ ω� ��� ḃ ��� � ���%���� ���������� ���� �� ��

{ṙ � f(n)�t | t ∈ g(n)g(n)} \ (T0 ∪ · · · ∪ Tn ∪ a0 ∪ · · · ∪ an). ( ��� ���

a =
⋃

s∈(T0)f(n)

({s�t | t ∈ g(n)g(n)} \ (T0 ∪ · · · ∪ Tn ∪ a0 ∪ · · · ∪ an)).

"� �� ��� �� � ���� a ��� �� ����� ���������

J������� �� ��� ���� ṙ �� ��� ����� �� � � ������ ������� ��� ���� ��

A, � ��� � ������ ��������� �� T ∈ A⊥ ���� ���� p � “ṙ ∈ [T ]K �� � ���

�� �� �������� �� �� ������ "� T ��� ������ ���������� ���� ḃ � �� ����

��� �� ��� ��� � ����� �� ������� ����

(��� � �������� ���''���� ������� � ��� ��� ������� �� ���������)

����������  ! 	CH
) �� P �� � ������ ωω���"�!��� ������� �� ���� ω1, ����

����� �� � ��� ����� A ���� �� P ��!����"����� �"� �� ��� +�)�����#

$%&�'���(�����) " ����� ��' �� ����' �� ������� .����� $��78'� I��

���� ��� �� � ��� ��������� � �� �� ����� �� ���� ����� ��� � ��� ������

�� � ���� ������� ��� ��

-� ������ ����� ���� ��' �� ����' �� ������ ��� ��� ��� �� �� �������

���������� ��� �����������

-� ������ ����� ���� ��' �� ����' P������� #������ ��� ������ .���Q�D�
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