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Parte I: Introducción y propiedades principales



Los filtros, ideales y ultrafiltros son de los conceptos
más usados y útiles en la combinatoria infinita.
También son fundamentales en la topología general
y teoría de modelos.



Si estos temas les interesan, pueden consultar el excelente
libro:

Ultrafilters Throughout Mathematics

Isaac Goldbring



Los filtros son dispositivos o mecanismos diseñados
para seleccionar, modificar o bloquear el paso de ciertos
elementos a través de ellos. 



Notación



Ahora daremos la definición de filtro en un conjunto X.
Intuitivamente un filtro es una "medida" en los
subconjuntos de X. Un filtro nos dara una noción de
cuando un subconjunto es grande, pequeño o mediano.



Un filtro es una colección de subconjuntos de X.
La idea es que piensen al filtro como una colección
de subconjuntos "grandotes" de X, según
cierta noción de tamaño.

Ahora daremos la definición de filtro en un conjunto X.
Intuitivamente un filtro induce una "medida" en los
subconjuntos de X. Un filtro nos dara una noción de
cuando un subconjunto es grande, pequeño o mediano.



Definición (filtro)



Definición (filtro)

El total es grande y el vacío es pequeño



Definición (filtro)Definición (filtro)

Si A es grande y B lo contiene, entonces B también
es grande.



Definición (filtro)

Intersección de dos conjuntos grandes es grande



Definición (filtro)











Los ideales son duales a los filtros. Mientras un filtro
es una colección de subconjuntos grandes, los ideales
son colecciones de conjuntos pequeños.



Definición (Ideal)

El vacío es pequeño y el total no



Definición (Ideal)

Si A es pequeño y contiene a B, entonces B es pequeño 



Definición (Ideal)

Si A y B son pequeños, su unión también lo es



Definición (Ideal)



Tarea



Definición (Positivos para un filtro)



Definición (Positivos para un ideal)



Tarea



Notación



Ejemplos de filtros e ideales
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Tarea



Definición (ultrafiltro)









Es decir, en toda partición de X en dos pedazos,
el ultrafiltro se escoje uno de los pedazos.



Para un ultrafiltro, si un conjunto no es grande,
entonces su complemento es grande.



Tarea







Teorema (Equivalencias de ultrafiltros)



¿Existen los ultrafiltros?



Si, por una razón muy aburrida...

¿Existen los ultrafiltros?





X



¡Estos ultrafiltros no tienen nada de chiste!



Definición (ultrafiltro no principal)





Tarea



¿Existen los ultrafiltros
       no principales?



Si... pero de una manera extraña

¿Existen los ultrafiltros
       no principales?



Teorema del Ideal Primo (Tarski, Ulam)

Todo filtro puede extenderse a un
ultrafiltro.



Teorema del Ideal Primo (Tarski, Ulam)



Idea de la demostración
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Así continuamos...



Si después de     pasos no hemos
terminado, definimos:















Sin embargo, como los filtros van creciendo
en cada paso, este proceso no puede durar
toda la "eternidad", por lo que debe terminar
en algún momento (sin embargo, podría
necesitar una cantidad no numerable de
pasos).



La demostración anterior necesita del
Axioma de Elección (AC). Hablaremos
de esto más adelante.



Corolario



Demostración



Corolario

1) Los conjuntos finitos no tienen
    ultrafiltros no principales.

2) Los conjuntos infinitos tienen
    ultrafiltros principales.



La demostración anterior es extremadamente
no constructiva.

¿Podemos ver un ejemplo concreto de un
ultrafiltro no principal?



La demostración anterior es extremadamente
no constructiva.

¿Podemos ver un ejemplo concreto de un
ultrafiltro no principal?

No



Definición (Pif)



Lema



Lema

Demostración



Corolario



Tarea

¿Que debe cumplir una familia para poderse
extender a un ultrafiltro no principal?


