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El ultracuantificador



En lógica se estudian varios tipos de
cuantificadores, siendo los más conocidos:

Ahora definiremos un cuantificador basado
en un ultrafiltro.



Definición (Cuantificador de un filtro)







Tarea





La definición anterior se extiene naturalmente
a fórmulas de más de una variable.





Se siguen cumpliendo las propiedades
anteriores. 



Teoría de Ramsey



Notación













Esta rama representa a {1,4,5}







Definición (conjunto monocromático)



Teorema (infinito) de Ramsey



Teorema (infinito) de Ramsey

La conclusión del teorema se suele abreviar
como:



Teorema (infinito) de Ramsey

Demostración
Haremos el caso n = 3 y m = 2. El caso general
se queda de tarea.





Sin perdida de generalidad, supongamos 
que se cumple que:

Veremos que existe un monocromático infinito
de color 0.











Por construcción, todas las ramas de T tienen
color 0.

T



Recordemos que como el ultrafiltro es no
principal, la intersección de cualquier
cantidad finita de sus elementos es infinita
(y esta en el ultrafiltro).



T



T



T



T





En la demostración anterior, aunque el conjunto
monocromático se construyó usando conjuntos
en el ultrafiltro, la demostración no da que el
monocromático este en el ultrafiltro.



Definición (Ultrafiltro de Ramsey)



Es fácil conseguir ultrafiltros que no
son Ramsey



Tarea



¿Existen los ultrafiltros de Ramsey?



No puede demostrarse que si
ni que no...



Teorema

Teorema (Kunen)

Es consistente que existen ultrafiltros de
Ramsey. La Hipótesis del Continuo implica
que estos existen.

Es consistente que NO existen ultrafiltros de
Ramsey. No existen tales ultrafiltros en el
Random model.



Teorema de Kőnig

Todo árbol infinito de ramificación finita
tiene una rama cofinal



El teorema dice que para todo árbol T tal que:

Todo árbol infinito de ramificación finita
tiene una rama cofinal

Teorema de Kőnig



T T tiene altura



T Todo nodo tiene solo
una cantidad finita de
sucesores inmediatos
(algunos pueden tener
0 sucesores inmediatos).



T
T tiene una rama cofinal,
es decir, un camino que
llega hasta el final.







Teorema finito de Ramsey



Teorema finito de Ramsey

La conclusión anterior se abrevia como:



Demostración

Procedemos por contradicción. Es decir:



coloraciones de 







Así, por el teorema de Kőnig, el árbol tiene
una rama cofinal.



Veamos de nuevo el Teorema de Ramsey:

Teorema de Ramsey



¿Es cierto el Teorema de Ramsey para
              dimensión infinita?





Axioma de Elección:

Axioma de Determinación: ¡Si!

¡No!



Usando ultrafiltros no principales,
podemos hacer contraejemplos
para



Es decir,





Tarea

Escribir con cuidado la prueba anterior. ¿Por
qué es importante que usamos un ultrafiltro
y no solo un filtro?, ¿Donde usamos los no
principal? 



Sin embargo, aún bajo el AC si existen versiones
del teorema de Ramsey para dimensiones
infinitas (ver los teoremas de Nash-Williams y
de Ellentuck), pero esto ya sale del curso.


