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Espacios vectoriales parcialmente ordenados

Convenciones: Todos los espacios vectoriales seran R-espacios
vectoriales. Todas las transformaciones lineales serdan R-lineales.

Definition

Sea V un espacio vectorial. Sea < una relacién de orden parcial en V.
Decimos que (V, <) es un espacio vectorial ordenado si < es compatible
con la estructura de espacio vectorial de V, i.e. si < satisface:

1. Invariancia bajo traslaciones: Si v,w € V son tales que v < w
entoncesv+z<w+zVze V.

2. Invariancia bajo dilaciones positivas: Si v, w € V son tales que
v < w entonces rv < rw Vr € Rxq.



En dibujos














En dibujos












R" lexicografico

Problema
R con el orden usual, i.e. x < y si existe z >0 tal que y = x+ z, es un
espacio vectorial ordenado.
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R" lexicografico

Problema
R con el orden usual, i.e. x < y si existe z >0 tal que y = x+ z, es un

espacio vectorial ordenado.

Problema

Sea <, la relacién en R? definida como: (x1,y1) < (x2,¥2) si x1 < x2 0
X1 =x2y y1 < y». Demuestra que (R?,<;) es un espacio vectorial
ordenado. Llamamos a <; la relacién de orden lexicografico en R?, a
(R?,<;) R? lexicografico, y denotamos a (R2, <) por R?.





R" lexicografico

Problema
R con el orden usual, i.e. x < y si existe z >0 tal que y = x+ z, es un
espacio vectorial ordenado.

Problema

Sea <, la relacién en R? definida como: (x1,y1) < (x2,¥2) si x1 < x2 0
x1 =x2 Y y1 < y». Demuestra que (R?, <) es un espacio vectorial
ordenado. Llamamos a <; la relacién de orden lexicografico en R?, a
(R?,<;) R? lexicografico, y denotamos a (R2, <) por R?.

Problema

Define R} para cada n > 1. Observa que R, es igual a R con el orden
usual.
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Orden producto

Problema

Sea X un conjunto. Denotamos por RX a {f : X — R}. Observa que
RX es un espacio vectorial de dimensién |X|. Sea <p la relacién en RX
tal que f <p g si f(x) < g(x) Vx € X. Demuestra que (RX, <p) es un
espacio vectorial parcialmente ordenado. Llamamos a <p el orden
producto en RX.



Orden producto

Problema

Sea X un conjunto. Denotamos por RX a {f : X — R}. Observa que
RX es un espacio vectorial de dimensién |X|. Sea <p la relacién en RX
tal que f <p g si f(x) < g(x) Vx € X. Demuestra que (RX, <p) es un
espacio vectorial parcialmente ordenado. Llamamos a <p el orden
producto en RX.

Problema

Sea n>1. Sea X = {1,...,n}. Observa que en este caso RX =~ R" y el
orden producto <p en RX induce en R" estructura de espacio vectorial
parcialmente ordenado. Denotamos por R} a R” con el orden producto.
i Cémo se relacionan <; y <p en R"?
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Intervalos convexos

Intervalos son convexos

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sean v, w € V tales que v < w.
Demuestra que el intervalo [v,w] = {z € V :v <z < w} es convexo,
i.e. sia,be[v,w]yte][0,1] entonces ta+ (1 —t)b € [v, w].
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M3s ordenes tipo producto

En los siguientes ejemplos por 'orden producto’ nos referimos a un orden
parcial definido de la forma < g si f(x) < g(x) Vx € X.
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En los siguientes ejemplos por 'orden producto’ nos referimos a un orden
parcial definido de la forma < g si f(x) < g(x) Vx € X.

Problema
Demuestra que los siguientes son espacios vectoriales parcialmente
ordenados.

1. Sea X un conjunto. El espacio £°°(X) de funciones f : X — R
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4. Sea (X, ) espacio de medida. El espacio L>°(X, u) de funciones
f : X = R u-esencialmente acotadas, con el orden 'producto’

prae., ie. f(x) < g(x) p— a.e.(x).

Problema
i Puedes poner a R} en términos de 1,2,3 y 47
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El cono positivo

Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Denotamos por V7 al
conjunto de v € V tales que v > 0. Llamamos a V' el cono

positivo de V.
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Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Denotamos por V7 al
conjunto de v € V tales que v > 0. Llamamos a V' el cono
positivo de V.

Problema
El cono positivo de R con el orden usual es R>g. Calcula el cono
positivo de los espacios vectoriales ordenad%s en las diapositivas

anteriores, en particular calcula R} Zy
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El cono positivo

Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Denotamos por V7 al
conjunto de v € V tales que v > 0. Llamamos a V' el cono
positivo de V.

Problema

El cono positivo de R con el orden usual es R>g. Calcula el cono
positivo de los espacios vectoriales ordenados en las diapositivas
anteriores, en particular calcula R} y R

Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. El cono positivo VT de V
satisface:

1.0e VT .
2. VF4+ VvVt =VT ie v,w e VT entonces v+ w e VT,
3. vin(=v™) ={0}.



El cono positivo

v, weVT ed v+ w eyl
AAWD,0 e (W2
W LW 2D

— v eN? |_\)‘e\i+

=0 o8V
v}@l ‘\/.7/0 JZD

=®

v-vzokdm ¥





El cono positivo



El cono positivo



El cono positivo



Conos

Definition
Sea V un espacio vectorial. Sea P C V. Decimos que P es un cono en
V' si rP = P para todo r € R en donde rP es el conjunto {rv: v € P}.
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Tipos de conos

Definition
Sea V un espacio vectorial. Sea P un cono de V. Decimos que P es:

1. Punteado, si 0 € P.

2. Convexosi P+ P C P.

3. Propio si PN (—P) = {0}.
4

. GeneradorsiP— P =V, ie. sicadav € V esdelaformaa—»b
con a,b e P.



Tipos de conos

Definition
Sea V un espacio vectorial. Sea P un cono de V. Decimos que P es:

1. Punteado, si 0 € P.

2. Convexosi P+ P C P.

3. Propio si PN (—P) = {0}.
4

. GeneradorsiP— P =V, ie. sicadav € V esdelaformaa—»b
con a,b e P.

Definition
Sea V un espacio vectorial. Sea P un cono en V. Decimos que P es un
cono positivo si P satisface 1-3.



Conos punteados












Conos convexos

\

/












Conos propios

/SNOW%













Conos generadores



Ordenes y conos

Definition
Sea V un espacio vectorial. Sea P un cono en V. Denotamos por
<p alarelaciénen V tal que v <p wsiw—v e P.



Ordenes y conos

Definition

Sea V un espacio yectorial. Sea P un cono en V. Denotamos por
<pala iongn V talquev<pwsiw—vePF.

Problema
Sea V' un espacio vectorial. Sea P un cono en V. Si P es positivo
la pareja (V,<p) es un espacio vectorial ordenado tal que con este
orden VT = P. Concluye que para cada espacio vectorial V existe
una biyeccién entre conos positivos en V' y estructuras de espacio
vectorial ordenado en V. Tarea

Moraleja: Es lo mismo definir un espacio parcialmente ordenado
que definir un cono positivo. Conos positivos son 'versiones
algebrdicas’ de ordenes parciales.





Otro orden parcial en R?

Problema
Demuestra que el conjunto @ = {(r,0) : r > 0} es un cono

positivo en R2. jEs Q generador? Calcula explicitamente a la
relacién <g. Denotamos a R? con este orden por Rf,l. Compara
]Rfrl con R2 y R?. Tarea
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Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 € V. Decimos que 2 es una
unidad de orden en V si para todo v € V existe r > 0 tal que
—r2<v<rQ.
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Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 € V. Decimos que 2 es una
unidad de orden en V si para todo v € V existe r > 0 tal que

—rQ<v<rQ. W—q OD\/M ,\)__

Problema

Demuestra que & (1,1) es unidad de orden en Rf y R%. L]Rfrl tiene
unidad de orden? Encuentra unidades de orden para los demads espacios
vectoriales ordenados en las secciones anteriores. Demuestra que si

Q € V es unidad de orden, entonces A es unidad de orden en V para
cada Q <A.





Unidades de orden

Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 € V. Decimos que 2 es una
unidad de orden en V si para todo v € V existe r > 0 tal que
—r2<v<rQ.

Problema

Demuestra que si (1,1) es unidad de orden en Rf y R%. L]Rfrl tiene
unidad de orden? Encuentra unidades de orden para los demads espacios
vectoriales ordenados en las secciones anteriores. Demuestra que si

Q € V es unidad de orden, entonces A es unidad de orden en V para
cada Q <A.

Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea 2 € V una unidad de orden.
Demuestra que:

1. Qe V™.

2. El cono V7T es generador.
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Seminorma de orden

Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Denotamos por || - [|a : V — R a la funcidn tal que

—_—

lvllg = Inf{r>0:-rQ <v<rQ}





Seminorma de orden

Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Denotamos por || - [|a : V — R a la funcidn tal que

IVl =1Inf{r>0:—rQ <v<rQ}
Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q una unidad de orden en V.
Demuestra que la funcién || - ||q es una seminorma en V/, i.e.

1 vl = 0Vve V.
2. |lv+wlla < [[vila +|Iwlla ¥v € V.
3. ||| < Irllvile Vr € R, v € V.



Seminorma de orden

Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Denotamos por || - [|a : V — R a la funcidn tal que

IVl =1Inf{r>0:—rQ <v<rQ}
Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q una unidad de orden en V.
Demuestra que la funcién || - ||q es una seminorma en V/, i.e.

1 vl = 0Vve V.
2. |lv+wlla < [[vila +|Iwlla ¥v € V.
3. ||| < Irllvile Vr € R, v € V.

Llamamos a || - ||q la seminorma de orden de (V, Q). ||-||q depende de Q.



Seminorma de orden

Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Denotamos por || - [|a : V — R a la funcidn tal que

IVl =1Inf{r>0:—rQ <v<rQ}
Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q una unidad de orden en V.
Demuestra que la funcién || - ||q es una seminorma en V/, i.e.

1 vl = 0Vve V.
2. |lv+wlla < [[vila +|Iwlla ¥v € V.
3. ||| < Irllvile Vr € R, v € V.

Llamamos a || - ||q la seminorma de orden de (V, Q). ||-||q depende de Q.
Problema

Encuentra un ejemplo de espacio vectorial ordenado con unidad de orden
Q tal que || - || no es una norma. Pregunta: jBajo que condiciones sobre

V.Q, || ||la es una norma?
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Norma de orden

Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Decimos que V es Arquimediano si
siempre que v € V' sea tal que existe w € V tal que nv < w Vn>1
entonces v = 0. Idea: V es Arquimediano si V* no tiene 'elementos

infitesimales.’
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Norma de orden

Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Decimos que V es Arquimediano si
siempre que v € V' sea tal que existe w € V tal que nv < w Vn>1
entonces v = 0. Idea: V es Arquimediano si V* no tiene 'elementos
infitesimales.’

Problema
Demuestra que R% es Arquimediano. Demuestra que R% no es
Arquimediano jEs ]Rfrl Arquimediano?

Problema

Sea V un espacio vectorial ordenado Arquimediano. Sea  una unidad de
orden en V. Demuestra que siv € V estal que rQ+v >0Vr>0
entonces v € V.



Norma de orden



Norma de orden



Norma de orden



Norma de orden

Problema

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Demuestra que si V' es Arquimediano entonces || - ||q es una norma.
Hint: Usa el problema anterior. En este caso llamamos a || - ||q la norma
de orden de (V, Q). Concluye que si V un espacio vectorial ordenado
Arquimediano con unidadde orden Q entonces (V|| - ||a) es un espacio
normado.
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Problema

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Demuestra que si V' es Arquimediano entonces || - ||q es una norma.
Hint: Usa el problema anterior. En este caso llamamos a || - ||q la norma
de orden de (V, Q). Concluye que si V un espacio vectorial ordenado
Arquimediano con unidadde orden Q entonces (V|| - ||a) es un espacio
normado.

Problema

Sea V un espacio vectorial Arquimediano con unidad de orden €.
Demuestra que € estd en el interior de V.

Problema

Sean V/, V' espacios vectoriales Arquimedianos con unidad de orden
Q,Q. Sea T:V — V' lineal tal que T(V*) C V'*. Si T(Q) =
entonces T es continuo con ||T|| < 1.
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