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Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q € V. Decimos que Q es una
unidad de orden en V si para todo v € V existe r > 0 tal que
—r2<v<rQ.
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Demuestra que (1,1) es unidad de orden en R? y R%.
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Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q € V. Decimos que Q es una
unidad de orden en V si para todo v € V existe r > 0 tal que
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Unidades de orden

Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q € V. Decimos que Q es una
unidad_de OD V si para todo v € V existe r > 0 tal que

—rQ @v <7TQ. _A\,_/-

Problema

Demuestra que (1,1) es unidad de orden en R? y R%. ;RZ tiene unidad
de orden?

Problema

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea 2 € V una unidad de orden.
Demuestra que Q € V™.
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Unidades de orden

Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q € V. Decimos que Q es una
unidad de orden en V si para todo v € V existe r > 0 tal que

—r2<v<rQ.

Problema

Demuestra que (1,1) es unidad de orden en R? y R%. ;RZ tiene unidad
de orden?

Problema

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea 2 € V una unidad de orden.
Demuestra que Q € V™.

Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Si V tiene unidades de orden
entonces el cono positivo VT de V es generador.
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Seminorma de orden

Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Denotamos por || - [|a : V — R a la funcidn tal que

————

lvllg = Inf{r>0:-rQ <v<rQ}





Seminorma de orden

Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Denotamos por || - [|a : V — R a la funcidn tal que

IVl =1Inf{r>0:—rQ <v<rQ}
Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q una unidad de orden en V.
Demuestra que la funcién || - ||q es una seminorma en V/, i.e.

1. ||V‘L"ZOVV€ V.
2. |lv+wlla < llvlla + [lwlla Vv € V.
3. ||rv]] = Irll|v]la Yr e R,v € V. {‘\? o
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Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Denotamos por || - [|a : V — R a la funcidn tal que

IVl =1Inf{r>0:—rQ <v<rQ}
Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q una unidad de orden en V.
Demuestra que la funcién || - ||q es una seminorma en V/, i.e.

1 |v|[>0v%ve V.
2. |lv+ wlla < |lvlla + [lwlla Vv e V.
3. |||l = |rll|[vlle Vr € R,v € V.

Llamamos a || - ||q la seminorma de orden de (V, Q). ||-||q depende de Q.



Seminorma de orden

Definition
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Denotamos por || - [|a : V — R a la funcidn tal que

IVl =1Inf{r>0:—rQ <v<rQ}
Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q una unidad de orden en V.
Demuestra que la funcién || - ||q es una seminorma en V/, i.e.

1 |v|[>0v%ve V.
2. |lv+ wlla < |lvlla + [lwlla Vv e V.
3. |||l = |rll|[vlle Vr € R,v € V.

Llamamos a || - ||q la seminorma de orden de (V, Q). ||-||q depende de Q.
Problema

Encuentra un ejemplo de espacio vectorial ordenado con unidad de orden
Q tal que || - ||q no es una norma. ;jBajo que condiciones sobre V/, Q,

[| - |lo es una norma?
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Norma de orden

Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Decimos que V es Arquimediano si
siempre que v € V sea tal que existe w € V tal que nv <w Vn>1
entonces v < 0. Idea: V es Arquimediano si V* no tiene 'elementos

infitesimales.’
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Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Decimos que V es Arquimediano si
siempre que v € V sea tal que existe w € V tal que nv <w Vn>1
entonces v < 0. Idea: V es Arquimediano si V* no tiene 'elementos
infitesimales.’

Problema

iSon R%, R? y R2  Arquimedianos? /R OVYWMMW
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Norma de orden

Problema

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Demuestra que si V' es Arquimediano entonces || - ||q es una norma. En
este caso llamdmos a || - ||q la norma de orden de (V,Q). Concluye que
si V' un espacio vectorial ordenado Arquimediano con unidad de orden Q2
entonces (V,|| - ||a) es un espacio normado y por lo tanto un TVE.
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Norma de orden

Problema

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Demuestra que si V' es Arquimediano entonces || - ||q es una norma. En
este caso llamdmos a || - ||q la norma de orden de (V,Q). Concluye que
si V' un espacio vectorial ordenado Arquimediano con unidad de orden Q2
entonces (V,|| - ||a) es un espacio normado y por lo tanto un TVE.
Problema

Sea V un espacio vectorial Arquimediano con unidad de orden €.
Demuestra que € estd en el interior de V.
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Problema

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea Q2 una unidad de orden en V.
Demuestra que si V' es Arquimediano entonces || - ||q es una norma. En
este caso llamdmos a || - ||q la norma de orden de (V,Q). Concluye que
si V' un espacio vectorial ordenado Arquimediano con unidad de orden Q2
entonces (V,|| - ||a) es un espacio normado y por lo tanto un TVE.
Problema

Sea V un espacio vectorial Arquimediano con unidad de orden €.
Demuestra que € estd en el interior de V.

Problema

Sean V, V'’ espacios vectoriales Arquimedianos con unidad de orden
Q,Q. Sea T:V — V' lineal tal que T(V*) C V'*. Si T(Q) =
entonces T es continuo con ||T|| < 1.
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Supremos e infimos

Definition
Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sean AC X y x € X.
Decimos que x es cota inferior (superior) de Aen X si x < a (x > a)

Va e A
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Definition
Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sean AC X y x € X.
Decimos que x es cota inferior (superior) de Aen X si x < a (x > a)
Va € A.
Definition
Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sea A C X. Definimos
InfA'y SupA como:

1. InfA es cota inferior de A y x <InfA para toda cota inferior x de A.

2. SupA es cota superior de A y SupA < x para toda cota superior x
de A.
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Encuentra un conjunto parcialmente ordenado X en donde existen
x,y € X tales que {x, y} no tiene ni supremo ni infimo en X.



Supremos e infimos

Definition

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sean AC X y x € X.
Decimos que x es cota inferior (superior) de Aen X si x < a (x > a)
Va € A.

Definition
Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Sea A C X. Definimos
InfA'y SupA como:

1. InfA es cota inferior de A y x <InfA para toda cota inferior x de A.

2. SupA es cota superior de A y SupA < x para toda cota superior x
de A.

Problema
Encuentra un conjunto parcialmente ordenado X en donde existen
x,y € X tales que {x, y} no tiene ni supremo ni infimo en X.

Definition

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que (X, <) es
una reticula si para todo x,y € X el conjunto {x, y} tiene infimo y
supremo en X
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Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea A C V. A tiene supremo en V

si y sblo si —A tiene infimo en V. En ese caso —SupA =Inf—A.
Demuestra lo mismo intercambiando Sup e Inf.
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Problema

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea A C V. A tiene supremo en V
si y sblo si —A tiene infimo en V. En ese caso —SupA =Inf—A.
Demuestra lo mismo intercambiando Sup e Inf.

Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. V s una reticula.
2. {v,w} tiene supremo en V Vv, w € V.

3. {v,w} tiene infimo en V Vv, w € V.



Espacios de Riesz

Problema

Sea V un espacio vectorial ordenado. Sea A C V. A tiene supremo en V
si y sblo si —A tiene infimo en V. En ese caso —SupA =Inf—A.
Demuestra lo mismo intercambiando Sup e Inf.

Problema
Sea V un espacio vectorial ordenado. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. V s una reticula.

2. {v,w} tiene supremo en V Vv, w € V.

3. {v,w} tiene infimo en V Vv, w € V.
Definition

Sea V un espacio vectorial ordenado. Decimos que V es un espacio de
Riesz si V satisface las condiciones del problema anterior.
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Ejemplos

Problema Demuestra que R con el orden usual es un espacio de Riesz.
Mds generalmente, demuestra que R} es un espacio de Riesz Vn > 1.
Demuestra que para cada conjunto X el espacio R),f es un espacio de
Riesz. Concluye en particular que R} también es un espacio de Riesz Vn
iEs R2 espacio de Riesz?



Ejemplos

Problema Demuestra que R con el orden usual es un espacio de Riesz.
Mds generalmente, demuestra que R} es un espacio de Riesz Vn > 1.
Demuestra que para cada conjunto X el espacio R),f es un espacio de
Riesz. Concluye en particular que R} también es un espacio de Riesz Vn
iEs R2 espacio de Riesz?

Observacién

Los espacios de la forma Rfé modelan espacios de distribuciones
estadisticas en un sistema fisico cldsico modelado por X, e.g. El conjunto
de digitos binarios (bits) es el conjunto de parejas (e, €’) en donde

e, €{0,1}, i.e. es {0,1}°. El espacio de distribuciones estadisticas en

1Y

. . 0 . . .
el conjunto de bits es ]R}{D , que es isomorfo, como espacio vectorial

real ordenado a R}.
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Espacios de distribuciones

Observacién
En general consideramos distribuciones en sistemas cldsicos como
funciones 'de algiin tipo’ i.e. continuas, medibles, etc.
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funciones 'de algiin tipo’ i.e. continuas, medibles, etc.
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Sea X un espacio topoldgico. Demuestra que C(X;R) es un espacio de
Riesz.



Espacios de distribuciones

Observacién
En general consideramos distribuciones en sistemas cldsicos como
funciones 'de algiin tipo’ i.e. continuas, medibles, etc.

Problema
Sea X un espacio topoldgico. Demuestra que C(X;R) es un espacio de
Riesz.

Theorem

Para todo espacio de Riesz V' con unidad de orden Q existe un espacio
topoldgico Hausdorff localmente compacto X tal que V' es un subespacio
de C(X;R). Los espacios de Riesz son los espacios
parcialmente ordenados que corresponden a estados de sistemas cldsicos.
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Antireticulas

Pregunta

i Te puedes imaginar una condicién sobre un espacio vectorial
parcialmente ordenado que describa las propiedades opuestas a la
propiedad de ser un espacio de Riesz?
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i Te puedes imaginar una condicién sobre un espacio vectorial
parcialmente ordenado que describa las propiedades opuestas a la
propiedad de ser un espacio de Riesz?

Definition

Sea (X5<) un espacio vectorial parcialmente ordenado. Decimos que
\(—96—4} es una antireticula si siempre que v, w € V son tales que

Sup{v,w} (eq. Inf{v, w}) existe, entonces v < w o w < v.
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Demuestra que R es una antireticula.
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Definition

Sea (X, <) un espacio vectorial parcialmente ordenado. Decimos que
(X, <) es una antireticula si siempre que v, w € V son tales que
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Demuestra que R es una antireticula. Demuestra que un espacio de Riesz
es una antireticula si y sélo si es linealmente ordenado.



Antireticulas

Pregunta

i Te puedes imaginar una condicién sobre un espacio vectorial
parcialmente ordenado que describa las propiedades opuestas a la
propiedad de ser un espacio de Riesz?

Definition

Sea (X, <) un espacio vectorial parcialmente ordenado. Decimos que
(X, <) es una antireticula si siempre que v, w € V son tales que
Sup{v,w} (eq. Inf{v, w}) existe, entonces v < w o w < v.

Problema

Demuestra que R es una antireticula. Demuestra que un espacio de Riesz
es una antireticula si y sélo si es linealmente ordenado. Concluye que R}
y R] son antireticulas sélo en el caso en el que n = 1.
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Espacios de materices autoadjuntas

Problema

Sea n > 1. Recuerda que una matriz A € M,(C) es autadjunta si

A = A*, (eq. si todos los valores propios de A son reales, eq. si la forma
bilineal (-, A-) es real.) Denotamos por M,(C), al conjunto de matrices
autoadjuntas en M,(C). Demuestra que M,(C), hereda de M,(C)
estructura de R-espacio vectorial.
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Espacios de materices autoadjuntas

Problema

Sea n > 1. Recuerda que una matriz A € M,(C) es autadjunta si

A = A*, (eq. si todos los valores propios de A son reales, eq. si la forma
bilineal (-, A-) es real.) Denotamos por M,(C), al conjunto de matrices
autoadjuntas en M,(C). Demuestra que M,(C), hereda de M,(C)
estructura de R-espacio vectorial.

Los espacios M,(C);, modelan espacios de estados mixtos
en sistemas fisicos de dimensién finita, e.g. un qubit es una combinacién
lineal compleja zleg) + Z’|¢’) con €,€ € {0,1}. C? modela al espacio de
qubits y M>(C)y es el espacio de estados mixtos en este espacio.





Espacios de materices autoadjuntas

Problema

Sea n > 1. Recuerda que una matriz A € M,(C) es autadjunta si

A = A*, (eq. si todos los valores propios de A son reales, eq. si la forma
bilineal (-, A-) es real.) Denotamos por M,(C), al conjunto de matrices
autoadjuntas en M,(C). Demuestra que M,(C), hereda de M,(C)
estructura de R-espacio vectorial.

Los espacios M,(C);, modelan espacios de estados mixtos
en sistemas fisicos de dimensién finita, e.g. un qubit es una combinacién
lineal compleja zle;) + Z’|¢’) con €€ € {0,1}. C? modela al espacio de
qubits y M>(C)y es el espacio de estados mixtos en este espacio.

Moraleja: Deberiamos poder definir en M,(C)j un cono positivo de
manera natural.



Cono positivo

Problema

Sea n > 1. Recuerda que una matriz A € M,(C) es positiva
semi-definida si existe B € M,(C) tal que A= B*B (eq. si todos los
valores propios de A son no negativos, eq. si la forma bilineal (-, A) es
semi-definida positiva). Denotamos por M,(C)>¢ al conjunto de matrices
positivas semi-definidas. Demuestra que M,(C)>o es un cono positivo
para Mp(C)p. Asi (Mp(C)p, Mp(C)>0) es un espacio vectorial real
ordenado.
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Problema

Sea n > 1. Recuerda que una matriz A € M,(C) es positiva
semi-definida si existe B € M,(C) tal que A= B*B (eq. si todos los
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Demuestra que como espacios vectoriales reales My(C), y R{%1} son
isomorfos.
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Cono positivo

Problema

Sea n > 1. Recuerda que una matriz A € M,(C) es positiva
semi-definida si existe B € M,(C) tal que A= B*B (eq. si todos los
valores propios de A son no negativos, eq. si la forma bilineal (-, A) es
semi-definida positiva). Denotamos por M,(C)>¢ al conjunto de matrices
positivas semi-definidas. Demuestra que M,(C)>o es un cono positivo
para Mp(C)p. Asi (Mp(C)p, Mp(C)>0) es un espacio vectorial real
ordenado. j Tiene unidad de orden? ;jEs Arquimediano?

Problema
. . 2
Demuestra que como espacios vectoriales reales My(C), y R{%1} son

. 2, .
isomorfos. Pregunta: ;Son My(C);, y R{1%1}" isomorfos como espacios
vectoriales ordenados?

Theorem (Kadison)

Sea n > 1. El espacio parcialmente ordenado (M,(C)p, M,(C)>0) es una
antireticula.
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